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[STIKLAL MARSI

Korkma, sonmez bu safaklarda yiizen al sancak;
Sénmeden yurdumun {istinde tiiten en son ocak.
O benim milletimin yildizidir, parlayacak;
O benimdir, o benim milletimindir ancak.

Catma, kurban olayim, ¢ehreni ey nazl hilal!
Kahraman irkima bir giil! Ne bu siddet, bu celal?
Sana olmaz dokiilen kanlarimiz sonra helal.
Hakkidir Hakk’a tapan milletimin istiklal.

Ben ezelden beridir hiir yagadim, hiir yasarim.
Hangi ¢1lgin bana zincir vuracakmis? Sasarim!
Kiikremis sel gibiyim, bendimi ¢igner, asarim.
Yirtarim daglari, enginlere sigmam, tasarim.

Garbin afakini sarmissa ¢elik zirhli duvar,
Benim iman dolu gégsiim gibi serhaddim var.
Ulusun, korkma! Nasil boyle bir iman1 bogar,
Medeniyyet dedigin tek disi kalmis canavar?

Arkadas, yurduma algaklar1 ugratma sakin;
Siper et govdeni, dursun bu hayasizca akin.
Dogacaktir sana va’dettigi giinler Hakk’in;
Kim bilir, belki yarin, belki yarindan da yakin.

Bastigin yerleri toprak diyerek gecme, tani:
Diisiin altindaki binlerce kefensiz yatani.
Sen sehit oglusun, incitme, yaziktir, atani:
Verme, diinyalar1 alsan da bu cennet vatani.

Kim bu cennet vatanin ugruna olmaz ki feda?
Stiheda fiskiracak topragi siksan, siitheda!
Cani, canani, biitiin varimi alsin da Huda,
Etmesin tek vatanimdan beni diinyada ciida.

Ruhumun senden {l4hi, sudur ancak emeli:
Degmesin mabedimin gogsiine nimahrem eli.
Bu ezanlar -ki sehadetleri dinin temeli-
Ebedi yurdumun iistiinde benim inlemeli.

O zaman vecd ile bin secde eder -varsa- tagim,
Her cerihamdan [l4hi, bosanip kanl yasim,
Fiskirir ruh-1 miicerret gibi yerden na’sim;

O zaman yiikselerek arsa deger belki basim.

Dalgalan sen de safaklar gibi ey sanli hilal!
Olsun artik dokiilen kanlarimin hepsi helal.
Ebediyyen sana yok, irkima yok izmihlal;
Hakkidir hiir yasamis bayragimin hiirriyyet;
Hakkidir Hakk’a tapan milletimin istiklal!

Mehmet Akif Ersoy



GENCLIGE HITABE

Ey Turk gencligi! Birinci vazifen, Tiirk istiklalini, Tirk Cumhuriyetini,
ilelebet muhafaza ve miidafaa etmektir.

Mevcudiyetinin ve istikbalinin yegane temeli budur. Bu temel, senin
en kiymetli hazinendir. Istikbalde dahi, seni bu hazineden mahrum etmek
isteyecek dahili ve harici bedhahlarin olacaktir. Bir giin, istiklal ve cumhuriyeti
miidafaa mecburiyetine diisersen, vazifeye atilmak icin, icinde bulunacagin
vaziyetin imkan ve seraitini diisiinmeyeceksin! Bu imkan ve serait, cok
namiisait bir mahiyette tezahiir edebilir. Istiklal ve cumhuriyetine kastedecek
dismanlar, biitiin diinyada emsali gortilmemis bir galibiyetin miimessili
olabilirler. Cebren ve hile ile aziz vatanin biitiin kaleleri zapt edilmis, biitiin
tersanelerine girilmis, biitiin ordular1 dagitilmis ve memleketin her kosesi bilfiil
isgal edilmis olabilir. Biitiin bu seraitten daha elim ve daha vahim olmak {izere,
memleketin dahilinde iktidara sahip olanlar gaflet ve dalalet ve hattd hiyanet
icinde bulunabilirler. Hatta bu iktidar sahipleri sahsi menfaatlerini,
miistevlilerin siyasi emelleriyle tevhit edebilirler. Millet, fakr u zaruret i¢inde

harap ve bitap diismiis olabilir.

Ey Tiirk istikbalinin evladi! Iste, bu ahval ve serait icinde dahi vazifen,
Turk istikldl ve cumhuriyetini kurtarmaktir. Muhta¢ oldugun kudret,

damarlarindaki asil kanda mevcuttur.

Mustafa Kemal Atatiirk
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ORGANIZASYON SEMASI

' K.cv>r.1u"|I? |Ig|I"| tanim, dzellik ve dzet bilgilerin -O
verildigi bolumdur.
ac R*7{1} olmak uzere, log,1 =0 dir.

Konu ile ilgili ispat veya ozelliklerin verildigi bo- (@{’
lumdur.
a’®=1©1log.1=0

Giris asamasinda konuya dikkat cekmek ama- e— (,’)
clyla verilen, konunun gunluk hayatta nerelerde kul-
lanildigini agiklayan, konu ile ilgili &n bilgileri ortaya
¢ikaran veya iglenisin devaminda konu ile ilgili ¢a-
lismalariyla 6n plana ¢cikmis matematikgileri tanitan
bolumdur.

Richter odlcegine gore 6 buyuklugundeki bir depremin genligi, 5
buyuklugundeki bir depremin genliginin 10 kati, 4 buyuklugundeki bir
depremin genliginin 100 katidir. 2 buyuklugunde bir depremin ise 1000
katidir. Bu durumu iglem ile gosterelim.

Isleniste dikkat edilmesi gerekenler ve uyarila- e— @
rin verildigi bolumdur.
Sonlu dizi oldugu belirtiimedigi strece her dizinin sonsuz dizi oldugu
anlasiimalidir.

Konunun kesfettirimesi ya da uygulanmasi e—>» @
amaciyla verilen etkinliklerin bulundugu veya bilisim

R e . Sierpinski kalburu bir fraktal érnegi olarak 1915’te tasarlanmistir.
teknolojilerinden yararlanilan bolumdur. . < ¥

Sierpinski kalburu, eskenar t¢gen bigciminde bir siyah ylzey alinarak
insa edilir.

Gozulen ornekler veya etkinliklerin sonucunda e—» @ SONUC

yapilan gikarimlardir.

Sy=14r+r2+. . +r= ZN:rk toplami, N buyurken, r > 1 ise
k=0

sinirsiz olarak buylr. 0 < r < 1ise bir gercek sayiya yaklasir.

Belli bir zaman, baslangictaki para miktari y,, birim zamandaki
Ornek ¢dozumlerini kolaylastirmak amaciyla ve- ®— | faiz yiizdesi x, olsun. t zaman sonra baslangictaki para miktari ile
rilen kisa yol veya hatirlatmalarin bulundugu bolum- para artisinin toplami olan toplam para miktari y, olsun.
dur.

Bir veya birkag iglenisin sonunda pekistirme so- o5 {/- UYGULAYALIV I
rularinin verildigi bolumdr. Nt

Her Unitenin sonunda verilen degerlendirme so- e—3
rularinin bulundugu bolumdur.

Islemlerde hesap makinesi kullanabilecegini e— :@
belirten gorsel dgedir.

(&)
2886
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SAYILAR VE CEBIR

USTEL VE LOGARITMIK

UNITE

FONKSIYONLAR

1. USTEL VE LOGARITMiK FONKSIYONLAR
1.1. Ustel Fonksiyon
1.2. Logaritma Fonksiyonu
1.3. Ustel, Logaritmik Denklemler ve Esitsizlikler

Iil

11



Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

1.1. USTEL FONKSIYON
1.1.1 Ustel Fonksiyon

Uslii Sayilarda islemler

BO

Ustel fonksiyon konusuna girmeden énce (islii sayilarda islemleri hatirlayalim.

ac Rven & Z"olmakizere a-a-a...a = a" olacak sekilde n tane a nin carpimi olan a" ifade-
= SonE
ntane

sine a nin n inci kuvveti denir. a" ifadesinde a taban, n s olarak adlandirilir.
0 sayisi hari¢ bitln reel sayilarin sifirinci kuvveti 1 dir.
a € R ve a # 0 olmak tizere a° = 1 dir. 0° belirsizdir.

+ Tabanlari esit olan Usli ifadeler carpilirken Usler toplanir, tabani degismez.
a < Rvem,n& Z" olmak lizere

a™"-a"=a-a..a-a-a..a=a-a-a..a=a""ise am.a"=a"""dir.
mtanea ntanea m+ntanea

- Usleri esit olan ifadeler carpilirken tabanlar carpilir ve ortak (s carpima s olarak yazilir.
a,b € Rven & Z" olmak tizere

a"-b"=a-a..a-b-b..b=a-b-a-b...a-b=(a-b)" ise a"-b"=(a-b)"dir.

ntanea  ntaneb ntanea-b
‘. Ornek
Asagidaki islemlerin sonuglarini bulalim.
4
a) 2°.2' b) (—3F-(-3) o) (-5 (-2
Q. Cozim

a) 2°.2'=2%"1=2'=16
b) (=3f-(=3)'=(=3f"" =(-8’=(-3)-(=3)-(-3)=-27

o (- car=(-) oy - v

12



Sayilar ve Cebir

BO

* Tabanlari esit olan iki GslU ifadenin béliminde payin Ussiinden paydanin Ussu ¢ikarilir ve ortak
tabana Us olarak yazilir.
ac R,a=0vem,n & Z" olmak lizere

mtanea

e
a" _a-a-a..a men
=—5.3 5 —4a-a..a=a dir.
a" a-a...a Nk
ntanea m-ntanea

* Tabanlan farkl Gsleri esit iki Gsli ifadenin bélimunde payin tabani paydanin tabanina bélinir
ve ortak Us, Us olarak yazilir.

a,bER,b20vem & Z" olmak lizere

ntanea
a"_a-a-a..a_a a__a_(ay.,
=D b b E b b b =(p)dr
L b b
ntaneb ntane%
a,beR,a#0,bx0ven & Z" olmak lizere a™" — 1 ve (Q)n =<Q>7ndir
y ’ y an b a .

a< Rvem,n € Z" olmak lizere

m m m m+m+...m
(am)n — a a ...a
. ntanea™
(@a™)"=a™ dir.

- (@")'=a™=a""=(a")"di.

= a ntanem

a,x,yE R ve n € Z" olmak lzere

x-a"+y-a"=(x+y)-a" ve x-a"—y-a"=(x—y)-a" dir.

‘. Ornek

(272.32)"° isleminin sonucunu bulalim.

A Coziim

(22.8)°=(27)°. () =2 29.g29=p0.30 =0 (L) = (2. L) = ()

‘. Ornek

2.3%°+5.3%-3-3? igleminin sonucunu bulalim.

A Coziim
2.3°+5.3°-3.3°=(2+5-3)-3°=4.3°

13



Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

‘. Ornek

6 6 6 6
2+ 223+223 +2 isleminin sonucunu bulalim.

&R coziim

204+2°4+2°042° _4.2° _,
2%.2° o8 T

‘. Ornek

3'2 +27* + 9° igleminin sonucunu bulalim.

&R Coziim

3" +27+9°=3"+(3%"+(3°=8"+3"%+3%=3.3"=3"

‘. Ornek
_a2Y3 (_44)Y2.(452)1
(ca®)”:(a) (&) ifadesinin esitini bulalim

a#0 ve a € R olmak tzere = —3
—a’-(-a)

&R Coziim

(-a?®)°-(-a"?*-(a®)"' _-a®-.a®.a?_-a - =
_a*S . (_a)-S - a—s - a—e a—e

‘. Ornek

2 2 2 2 2
222+ 2% + 32 '+222' i 52 isleminin sonucunu bulalim.

&R céziim
22.22_22_22_22 _ (22)5 _ 210 21_2107221'28:
224224224224 22 7 5.227 5.22° 5 S S

‘. Ornek
X x+2 x—2
2 +t2 42 isleminin sonucunu bulalim.

X € Z olmak lzere OX | ox 24 ox 3
1

Q. Coézum
1 +4+?

2 42PN XX 24X 22 (142°427%).2°
T 1

1

1+4+Z

1

1

DXy X2 L pX78 T oX L oX 972 L DX 978 T ({024 03) of T 1.1 - 1.1
( )- 2% T+gg+or 1+74+3

14

21
4/1
- AT
8>

4

11
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Sayilar ve Cebir

Ustel Fonksiyon

Bu bdélimde Ustel fonksiyonlari ele alacagiz.
Bu fonksiyonlar, f(x)=a*(a € R"—{1},x € R)
seklindeki fonksiyonlardir. Ornegin, f(x)=2* bir
ustel fonksiyondur. Bu tur fonksiyonlarda s, ba-
gimsiz degiskendir. Ustel fonksiyonlar; niifus ar-
tis1, yatinm biyimesi, bakteri poptlasyonu, fosil
yasl, deprem siddeti vb. hesaplamalarinda kulla-
nilir.

f(x)=2% Ustel fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyonun tabani 2 dir. f(x)=2* fonksiyonunun

degderlerinin ne kadar hizl arttigina dikkat edelim.

f(i)=21=2
f(2)=22-4

f(3)=2°=8
F(10)=2"0= 1024
7(20) = 22° = 1048576

Bu fonksiyonu, g(x)= x? fonksiyonu ile karsilagtiralim. g(x) = x? = g(20) = 20% = 400 olur. Bu
sayinin £(20) degerine gore cok daha kucik oldugunu gérmekteyiz.

Bu da sunu gosterir: Bir degdisken Us oldugunda, Usteki kiigUk bir degisiklik fonksiyonun de-
gerinde belirgin bir farkhliga neden olmaktadir. Bu durumu asagidaki deprem genligi érnegi ile
aciklayalim.

Richter dlcegine gore 6 blyukligundeki bir depremin genligi, 5 blyukligindeki bir depremin
genliginin 10 kati, 4 buyukligindeki bir depremin genliginin 100 katidir. 3 buyudkligtndeki bir
depremin ise 1000 katidir. Bu durumu iglem ile gésterelim.

2 buyuklugundeki bir depremin genligi a olsun.

3 biyuklugindeki bir depremin genligi a-10" = 10a

4 buyukligundeki bir depremin genligi a - 102 = 100a

5 buyikligindeki bir depremin genligi a - 10° = 1000a
6 buyukltgundeki bir depremin genligi a-10* = 10 000a

x blyukligindeki bir depremin genligi a - 10*~2 seklinde ifade edilebilir.

Burada, depremin buyudkligu kucuk miktarda artmis olarak gérinse de depremin genliginin

blyuk oranda arttigini gérmekteyiz.

15



Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

BO

ac R —{1} ve x € R olmak tzere f:R - R", f(x)=a” fonksiyonuna Ustel fonksiyon de-
nir.

f(x)=a* fonksiyonunun degisim tablosu ve grafigi asagidaki gibidir.

. a> 1olmasi durumunda, f(x)= a*in degisim tablosunu asagidaki gibi ¢izebiliriz.

A
X | —o0 —1 0 1 + o0

/% 7 1 7 a 7 =+

fx)=a’

Grafige gore a > 1 olmasi durumunda f(x)=a* fonksiyonu

artandir.

Il. 0 <a < 1olmasi durumunda, f(x)= a*in degisim tablosunu asagidaki gibi gizebiliriz.

X | —oo =9 0 1 +co Ay

fx)=a"

f(x)= & + 00 \%\ T N2\

Grafige gore 0 < a < 1 olmasi durumunda f(x) = a* fonksi-

yonu azalandir. _51 ) 1

‘. Ornek

f:R - R", f(x)=2" fonksiyonunun degisim tablosunu yaparak grafigini gizelim.

& Coziim
x =—2 icin f(-2)=272= % Buna gére f(x) = 2" fonksiyonunun degisim tablosu
1 asagidaki gibidir.

x=-1icin f(-1)=2"=7

x =0 icin £(0)=2°=1 X |z =2 =1 0 1 2 oo
x=1iginf(1)=2"=2 fx)=a*| .. 1 1 51 v 2 54 5+®

4 2

x=2igin f(2)=2°=4

16



Sayilar ve Cebir

f(x) = 2 fonksiyonunun grafigi yandaki gibidir.

f,9:R - R, f(x)=3" ve g(x)=4" fonksiyonlarinin grafiklerini bilgi ve iletisim teknolojilerin-
den yararlanarak cizelim.

O programini agarak sag alt taraftaki [&] butonunu tiklayalim. Agilan pencerede round(x) butonundan

GeoGebra

yararlanarak birinci satira 3%, ikinci satira 4* yazalim. Enter tusuna bastigimizda asagidaki grafigi elde ederiz.

ing| ™ @

9 | f0:=3% 1
@ » f(x):=3"

9(x) := 4%
> g(x) := 4" 44

- Grafik incelendiginde, f(x) = 3" ve g(x)= 4" icin Ustel fonksiyonlarinin artan oldugu géraltr.

17



Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

ZEN

f.gR~> R, f(x)= (%)x ve g(x)= <%>X fonksiyonlarinin grafiklerini cizelim.

O programini acarak sag alt taraftaki E butonunu tiklayalim. Agilan pencereden round(x) butonun-

GeoGebra

X X
dan yararlanarak birinci satira <l> , ikinci satira <l> yazalim. Enter tusuna basildiginda asagidaki grafik

3 4
elde edilir.
e ——— Puss LUIUR)
| sgn(x)
) conjugate(x)
- —
round(x)’
X) ’
heo
fs) acos(x)
(X} atan(x)
<
4 3 2 -1 0
<
(L Yapste | [ Gevinimigiyardim goster |
irig:| @ &
f(x) :=(17/3yx
//1 X
> f(x) := (§>
a(x):=(1/4yx
2 o
@ » g(x) = (Z)
=
% 3 5 ] 7

18




Sayilar ve Cebir

BO

fiR->R" ve a € R"—{1}icin, f(x)=a" stel fonksiyonu;
1. Vxi, X2 € R xq #xz igin @ #a™ ise f(x1)# f(xz2) olur.
2. Vy < R'iciny =a" esitligini saglayan bir tek x € R sayisi vardir.

Buna gére f:R —» R", f(x)=y=a*, a>0, a=1 Ustel fonksiyonu bire bir ve érten bir fonksi-

yondur.

=

v

Ustel fonksiyonlar biitiin reel sayilar igin tanimlidir. Fakat gériintli kiimeleri pozitif reel sayilardir.

f(x)=a" fonksiyonu a < 0 i¢in tanimsizdir. Ornegin,

1
f(x)=(=3)" fonksiyonu, x=% icin f(%)z(—3)5:¢—3 & R olur. Dolayisiyla a=-3 ve

SRE= % icin f(x) fonksiyonu tanimsizdir.

‘. Ornek
fIR-> R, f(x)= (%)x fonksiyonunun grafigini ¢izerek bire bir ve 6rten oldugunu gosterelim.
A Coziim
X |[—oo -2 -1 0 1 2 + 00
_ (1Y 1 1
fa=(g) [r= 421 1

Grafige yatay dogru testi uyguladigimizda, cizilen

dogrularin herbirinin, grafigi bir noktada kestigini goru- : \\
N
’
2
ik

yoruz. Buna gore f(x) fonksiyonu bire birdir. Grafige
g6re gbruntd kiimesi ile deder kiimesi ayni oldugundan

fonksiyon ¢rtendir.
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Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

‘. Ornek

f:R — R", f(x)= 3" fonksiyonunun bire bir ve érten oldugunu gosterelim.

&R Coziim
1. yol
X | —oo -2 —1 0 1 2 +00
fx)=3 1 3 9

1 1
9 3

Grafige yatay dogru testi uyguladigimizda, cizilen dogrularin her biri grafigi yalniz bir noktada keser.
Ayrica grafige gore gérunti kimesi ile deger kimesi ayni oldugundan fonksiyon értendir.

700 =3

2. yol

VX1, X2 € R ve Xq #Xz igin 31 # 32 ise f(x1)# f(x2) dir.
Vy € R" icin y = 3 esitligini saglayan bir tek x € R vardir.
Buna gére

f:R - R", f(x)=y = 3" fonksiyonu bire bir ve értendir.

20



Sayilar ve Cebir

C\- UYGULAYALIM
1. Asagidaki tistel fonksiyonlarin grafiklerini ciziniz.
. + 1 X . + X
a) f.R*R,f(X)Z(g) b) g:R - R", g(x)=5

2. £ R-R', f(x)= (%)X fonksiyonunun grafigini gizerek azalan oldugunu gdsteriniz.

3. a€ R —{1}, f:R ~» R" olmak Uzere asagidaki ifadelerden dogru olanlarin basina “D”, yanhs
olanlarin basina “Y” yaziniz.

a) f(x) = a”* fonksiyonu bire birdir.
b) 0 <a<1ise f(x)=a" azalan bir fonksiyondur.
c) a>1ise f(x)=a" orten degildir.
c) f(x) = a” fonksiyonunun artan olabilmesi icin a > 1 olmalidir.
4. AY
X -2 —1 0 1 2\ e
=== =="7 z
3y I
f0=(7) g
16 > X
2 o 1 2
Yukaridaki tabloyu doldurunuz. Elde ettiginiz noktalari yan- —14
daki analitik duzlemde isaretleyip
_2-
_ . 3\ . o
fiR-> R, f(x)= <—> fonksiyonunun grafigini ciziniz.

4

____________________________________________________________________________________________

Yandaki karekodu tabletinize okutarak eba.gov.tr adresine baglaniniz. Konuyla

ilgili videoyu izleyiniz. Arama motorunu kullanarak diger konularla ilgili videolara da |
buradan ulasabilirsiniz. i

____________________________________________________________________________________________
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Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

1.2. LOGARITMA FONKSIYONU

1.2.1. Logaritma Fonksiyonu ile Ustel Fonksiyon Arasindaki iligki

BO

Bire bir ve 6rten her fonksiyonun ters fonksiyonu vardir. Ustel fonksiyon da bire bir ve 6rten oldu-
gundan ters fonksiyonu vardir.

f:R - R", f(x)=a% a> 0, a=1fonksiyonunun tersi olan fonksiyona a tabanina gére logarit-

ma fonksiyonu denir.
fiR" > R, £ (x)=logax seklinde gdsterilir.
a€ R —{1}iciny=a"s x =logay dir.

y = logax fonksiyonu, “y esittir logaritma a tabaninda x” seklinde okunur.

Logaritma fonksiyonu R - R ye bir fonksiyondur. a > 1igin f(x) = a* stel fonksiyonunun grafi-
gini cizmistik. Bunun ters fonksiyonu olan f(x) = logax fonksiyonunun grafigi de f(x) = a*in grafigi-
nin y = x dogrusuna gore simetrigi olur. Eger 0 < a < 1ise f(x)=a* fonksiyonunun ters fonksiyonu
olan f(x)=log,x fonksiyonunun grafigi de y = x dogrusuna simetrik olur.

AY AY
y= \ y =X
y = logax AN
at--Hl----
> X ; > X
o a .i\yzlogax
a>1 O<acx<1
X 0 1 a + oo X 0 a 1 + oo
l0gax / 0 /1 / R logax \ L \ Y \ -

Ayrica grafige goére

f(x)=logax = x =a icin f(a)=log.a = log.a = 1olur.

1
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Sayilar ve Cebir

‘. Ornek

f(x)=logsx fonksiyonunun degisim tablosunu olusturarak grafigini gizelim.

& Coziim

f(x)=logsx =y = logsx < x = 3’ 1 1
x=3y:>x=§ icin §=3V:>y=—1

1. 1 1
X=4 igcin f(5)=logs|5)=—1

3¢ f<3> 93(3) x=1ign 1=8"=y=0
x=1igin f(1)=1logs1=0

gin £(1)=logs x=3igin 3=8"=y=1
x =3 icin f(3)=1logs3 =1

f(x) = logsx fonksiyonunun degisim tablosu asagidaki gibidir.

1 38 4o

w|=

X 0

f(x) = logsx

| g gt e

3 > 1 olup logsx fonksiyonunun artan olduguna
dikkat ediniz.

‘. Ornek
f(x)=log1x fonksiyonunun degisim tablosunu olusturarak grafigini gizelim.
3
& Cozim
F(x) = log, x =y = log, x & x = (%)Y | .f.(x) = Iog%x fonksiyonunun degisim tablosu asagidaki
3 3 gibidir.
x=l icin f<l>: log; l=2
9 9 19 1 1
3 X 0 — — 1 3 9 + oo
1. . 1 1 9 3
x =3 igin f(g)z Ioglgz 1
1 s £(x) = log1x H N2 N1 N0 N 1N 2N -
x:1iginf§>=log 1=0 3

x=9igin f(9)=log,9=-2
3

3
nun azalan olduguna dikkat ediniz.

0< ulk <1 ve logix fonksiyonu-
3
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Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

0 O programini agarak sag alt

GeoGebra

taraftaki [&] butonunu tiklayalim. Agi-
lan pencerede log(b, x) butonundan
yararlanarak sirastyla logzX, logsXx,

logas x yazip grafikleri olusturalim.

+ Tekrar ayni pencereden yararla-

narak sirasiyla logXx, logix, logix
2 3 4

yazip grafikleri olusturalim.

» Taban 1 den buyUk ise logaritma
fonksiyonunun grafigi artarak, 0 ile 1
araliginda ise logaritma fonksiyonunun

grafigi azalarak devam etmektedir.

purs LUIUA)
Jso sgn(x)
T conjugate(x)
or(x) il
p(x) In(x)
(%) 1d(x)
h(xy asin(x)
s(x) acos(x)
hx) atan(x)

islev

@ g(x) = logs(x)

@ f(x) = log (x)

ol
34
Py K
Girig:
» Cebir Penceresi » Grafik
= Iglev s
1.3 f(x) = log; (x) g
-0 g(x) = logj (x) , IOHE(J')
i@ h(x) = log: (x) log: ()
4
34
2
1
0
a 2 1 0
14
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Sayilar ve Cebir

& sorc

a € R"—{1} olmak tzere f:R" » R, f(x)=log.x logaritma fonksiyonu,
1) a> 1icin Vxi,x2 € R ve x4 < Xz ise logaxs < logaxz oldugjundan artan,

2) 0<ac<1icin Vxi,x2a ER" ve xi < Xz ise l0ogaxs > logaxz oldugundan azalandir.

‘. Ornek

f:R" - R, f(x)=log.x fonksiyonu ile bu fonksiyonun tersinin grafigini ayni analitik dizlemde
cizerek grafige gore asagidaki sorulari cevaplayalim.

a) f(x) ve ! (x) fonksiyonlarinin grafikleri, y = x dogrusuna gére simetrik midir?
b) f(x)=logzx fonksiyonu artan midir?

c) £ '(x) fonksiyonu artan midir?

¢) f(x) fonksiyonu altinda gériintiist pozitif olan reel sayilarin kimesi nedir?

d ' (x) fonksiyonu altinda géruntist negatif olan reel sayilarin kiimesi nedir?

&R Goziim
fR" > R, f(x)=log2x ise f "R - R", f'(x)=2"

olur.

a) f(x)=logzx ile f~'(x)=2" fonksiyonlari birbirleri-
nin ters fonksiyonlari oldugundan grafikleri y = x dogrusu-

na gore simetriktir.

b) f(x) = logzx fonksiyonu artandir. Clnki her x1 < X2
icin f(x1) < f(x2) olmaktadir. (a > 1 i¢in logax fonksiyonu
artandir.)

c) £ '(x)=2" fonksiyonu da artandir. (Tabani birden
blyUk olan pozitif reel sayilarin Gsleri blyltdukce sayi da buydr. Bu durum, fonksiyonun grafiginde acik-
ca gorulebilir.)

¢) f(x)=logz2x fonksiyonu altinda gériintist pozitif olan reel sayilarin kiimesi, (1, ) araligidir.

d) 5 (x) =2 fonksiyonu altinda goértintist negatif olan higbir reel sayi yoktur.

25



Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

John Napier (Jon Neypir), aritmetik islemlerinde blyulk
kolaylik saglayan logaritma yéntemini gelistiren iskoc mate-
matikgidir. Bogs zamanlarinda matematikle ugrasan Napier,
Ozellikle kolay hesap yapma ydntemleriyle ilgilendi. Logarit-
ma kavramini da 1590’larda olusturdugu, bu konuda uzun
yillar calismis oldugu saniimaktadir. Logaritmaya iliskin bu-
luglari 1617’de yayimladigi “Hayret Verici Logaritma Kuralla-
rinin Tanimi” ve éliminden iki yil sonra yayimlanan “Hayret
Verici Logaritma Kurallarinin Olusturulmasi” adl yapitlarinda
yer alir.

Kaynak: Ana Britannica Ansiklopedisi

John Napier
(1550-1617)

‘. Ornek

f:R" >R, f(x)=log1x fonksiyonu ile bu fonksiyonun tersinin grafigini ayni analitik diiziemde gize-
2

rek grafige gore asagidaki sorulari cevaplayalim.

a) f(x) ve ! (x) fonksiyonlarinin grafikleri, y = x dog@rusuna goére simetrik midir?

b) f(x)=log1x fonksiyonu azalan midir?
2

c) f'(x) fonksiyonu azalan midir?

(
¢) f(x)=logix fonksiyonu altinda gértintiist pozitif olan reel sayilarin kiimesi nedir?
2
(

d 1 x) fonksiyonu altinda gérintlisii negatif olan reel sayilarin kimesi nedir?

& Coziim

2

FiR SR, f(x)=logix ise f':R-R", f (x)z(l)x olur.

a) f(x)=logix ile f (x)=<%)X fonksiyonlari birbirlerinin \
2
1

ters fonksiyonlari oldugundan y = x dogrusuna gére simetriktir.

b) f(x)=log1x fonksiyonu her x; < xz igin f(x1) > f(xz) ol-
2

dugundan f fonksiyonu azalandir.

¢) f'(x)= (%)X fonksiyonunda, her x; < Xz igin f(x1) > f(xz)

oldugundan § (x) fonksiyonu azalandir. (Tabani birden kuguk

Ay
y=x
113 (1Y
AN R
i ' > X
0 1 1
2 y =log1x
2

olan pozitif reel sayilarin Usleri blytdukge sayi kicultr. Bu durum, fonksiyonun grafiginde acik¢a goru-

lebilir.)

¢) f(x)=log1x fonksiyonu altinda gériintiist pozitif olan reel sayilarin kiimesi, (0, 1) araligindadir.
2

d f'(x)= (%)X fonksiyonu altinda higbir reel sayinin gérintist negatif degildir.
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Sayilar ve Cebir

‘. Ornek

f(x) =logs-x)(2x — 4) fonksiyonunun tanimli oldugu araligi bulalim.

&R Coziim
logax fonksiyonunda x > 0, a > 0 ve a = 1olmalidir.

Buna gore

2X—4>0=>2x>4=>x>2
5—-x>0=>x<5
5-x#1=>x#4

Bu durumda tanim aralgi, (2,5)\ {4} olur.

‘. Ornek

f(x) = logx+2) (x*—2x—3) fonksiyonunun en genis tanim kiimesini bulalim.

&R cozim
f(x) =y = log+z) (x> —2x — 3) xX*—2x—3>0
x+2>0, (x=3)-(x+1)>0
X>—2 X1=3 X2:—1
XxX+2z1=>x=z-1
X|—°° —1 3 +00
x2—2x—3

(=00, = 1)U (3,+ ).

C={x|-2<x<-1ve x>8, xER}=(-2,-1) U (3,+ ) olur.

BO

Yandaki semay! inceledigimizde pratik olarak Ustel fonksi-
yonun ters fonksiyonu olan logaritma fonksiyonunu Gstel fonk-
siyonun tabana goére Us bulma islemi olarak disinebiliriz.

Ornegin; log,64 Un degerini “4 sayisinin hangi kuvveti 64

eder?” seklinde dislnerek bulabiliriz.

fix—a

fiy—logy
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. W

Asagidaki tablonun bazi bélimleri doldurulmustur. Bunlardan yararlanarak noktali yerleri siz dol-

durunuz.
y=a" < logay = x islemler
64=4"" logs64 =3 64 = 4° = log,64 = 3
125=5"" logs125 = ... 125 = 5% = logs 125 = 3
2

9=27" 0929 = ... 9=(3" = logz9 =%

0,001 =10""" log+o (0,001) = ... 0,001 =10"° = log1,(0,001) =—3

128 =2"" S e o

1000 = (0,01)"" 10G0.01 1000 = oo e

1=5" S e o

32=4" 109482 = oo e

_(1\" log:32 = ...

32=(g) e

‘. Ornek

256 sayisinin 2 tabanina gore logaritmasini bulalim.

&R Coziim

logz256 =y = 2 =256 = 2' = 2° = y = 8= l0g,256 = 8 olur.

Gelenbevi ismail Efendi, Osmanli Dénemi’nde matematik hocasi olarak gérev yaptigi rivayet
edilen islam ilim insanidir. Matematik konusundaki dehasini ve bu alanda meydana gelen yenilik ve
gelismeleri takip ettigini, 1787 yilinda istanbul’a gelen bir Fransiz mithendisinin Babiali’ye sundugu,
ancak dénemin ilim adamlarinca pek anlasiimayan bazi logaritma cetvellerinin nasil kullanilacagi
hususunda yazdi§i, Logaritma Serhi adiyla da taninan Serh-i Cedavili’l-ensab adli Tirkce eseriyle
ortaya koymustur. Bu basarisi, Fransiz miuhendisinin de katildigi bir toplantida kutlandi.

Gelenbevi ismail Efendi, o dénemin ilimlerinin hemen hepsinde s6z sahibi olan ve son dénem
Osmanli ilim anlayisiyla ginimuze aktaran énemli sahsiyetlerden biridir.

Kaynak: TDV islam Ansiklopedisi
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Sayilar ve Cebir

‘. Ornek

fi(1,0) » R, f(x)=logz(x — 1) fonksiyonunun ters fonksiyonunu bulalim.

&R cozim
logz(x—1)=y=>x—-1=2"= x=2"+1

f'(y)=x oldugundan ' (y) =2’ + 1 bulunur. Buna gére f ' (x) = 2"+ 1dir.

‘. Ornek

l0go,01X = 5 ise x degerini bulalim.

=

&R cozim

1
= x=(0,012 = x=40,01 = x=,/(0,1F = x=0,1 dir.

=

|Ogo,o1 X =

C/- UYGULAYALIM

1. Asagidaki logaritma fonksiyonlarinin grafiklerini giziniz.

a) f:R" > R, f(x)=logsx b) f:R" > R, f(x)=log;x ¢) f:R" = R, f(x)=logsx

2. Asagidaki fonksiyonlarin ters fonksiyonlarini bulunuz.
a) f:R - R, f(x)= (%) b) f:R > R', f(x)=5"
c) f:(5,) > R, f(x)=logz(x—5)
3. Asagidaki ifadelerin degerlerini bulunuz.
a) logs 128 b) logs81 c) log, 27 ¢) logs 6;5
3

4. f:(—1,0) - R, f(x)=logs(x+1) fonksiyonunun tersini bulunuz.

5. f(x)= Iog(m)(%) fonksiyonunun en genis tanim kiimesini bulunuz.

6. f(x)=logx+1)(25—x) fonksiyonunun en genis tanim kiimesini bulunuz.

7. f(x)= Iog5<9;(x+_15> fonksiyonu veriliyor. £ (1) degerini bulunuz.
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@ Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

1.2.2. 10 ve e Tabaninda Logaritma Fonksiyonu

10 Tabaninda Logaritma Fonksiyonu

BO

Tabani 10 olan logaritma fonksiyonuna onluk logaritma fonksiyonu denir.

f:R" > R, f(x)=logiox = logx seklinde gdsterilir.

‘. Ornek

log 10, log 100, log1000, log1, Iog11—o, |og11ﬁ degerlerini bulalim.

YA cozim
log10=y < 10'=10=>y=1
log100 =y © 10" =100 = 10" =10° >y =2
log1000 =y < 10’ = 1000 = 10" =10° >y =3
logl=y < 10'=1=>10"=10"=>y=0
1

1
Iogﬁzy@ﬂoy:ﬁ

Iog—1g)0 =y & 10’ S N 10=10%=>y=-2

100

Okyanus cografyasi (osinografi) alaninda yapilan

=10"=10" =y =—1

arastirmalar, plajin egimi ile Gzerindeki kum tanecikleri-
nin blyukligu arasinda bir iliski oldugunu géstermistir.

Plajin egimi m ve kum taneciklerinin ortalama ¢api

d (mm cinsinden) olmak Uzere bu iligki,

m=0,159+0,118-logd

biciminde modellenmistir. Ornegin; kum taneciklerinin
ortalama c¢api d = 0,25 mm olan bir plajin egimi hesap
makinesi kullanilarak
m = 0,159 +0,118-log(0,25)

= 0,159 +(0,118)-(—0,602)

= 0,088 bulunur.
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Sayilar ve Cebir

Buna gbre asagidaki tabloyu doldurunuz.

Cap (d) Kum tarG Plaj egimi (m)
8 mm Cakil
2mm Granil (Tanecik)
1 mm Cok iri taneli kum
0,5 mm iri taneli kum
0,125 mm ince kum

BO

x sayisinin alacagi ¢cok biyik pozitif ve ¢cok kiicik negatif degerler igin <1 + %)X ifadesi bir sayiya
yaklagsmaktadir. Bu degere e sayisi denir ve bu sayl & gibi sabit bir sayidir.
e = 2,71828182845... olup bu sayi irrasyoneldir. e irrasyonel sayisi; matematik, kimya, iktisat,

istatistik gibi alanlarda kullaniimaktadir. Ekonomik blyime, nifus blyimesi ve radyoaktif bozunma
modellerinde de yine e sayisi kullanilr.

(1 +%) ifadesinde x bilinmeyenin yerine sirasiyla 2, 4, 6, 8, ... degerlerini yazip sonucu hesap

makinesi ile bulalim.

(1+2) -225

(1+3) — 24014
(1+1F = 2,5216.
(1+1F = 2,5687..

Bu sekilde isleme devam ettigimizde elde edilen deger e irrasyonel sayisina yaklasacaktir.
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@ Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

&)

x € R olmak Uzere x in tablodaki degerlere gore (1 +%> ifadesinin alacagdi degerleri ]

hesap makinesi yardimiyla bulunuz. Buldugunuz degerleri tabloya yaziniz.

X (1 + %) X (1+ %)
1 2
10 10
100 100
1000 ~1 000
1,000 000 1000 000
1,000 000 000 _1 000 000 000

x in alacagdi ¢ok buyik pozitif ve ¢ok kiiglk negatif degerler icin (1 +%)x ifadesinin e sayisina
yaklasip yaklasmadigini kontrol ediniz.

BO

Tabani e olan logaritma fonksiyona dogal logaritma fonksiyonu denir.
f:R" > R, f(x)=logex = Inx seklinde gdsterilir.

Ine=log.e=1 ve In1=1log,1=0

‘. Ornek

f(x)=Inx fonksiyonunun tersini bulalim.

&R céziim

fx)=Inx=y=Inx=y =logex=x=¢€"=f'(y)=e'= f'(x)=¢"
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1.2.3. Logaritma Fonksiyonunun Ozellikleri

Sayilar ve Cebir @

Asagidaki islemleri hesap makinesi yardimiyla yapip tabloya yaziniz.

log10 log1
log»2 logs 1
logs5 In1

Tabloyu inceleyerek ulastiginiz sonucu agiklayiniz.

BO

a € R"—{1} olmak tzere log.a = 1 dir.

@

a'=a< log.a =1

‘. Ornek

log10 un degerini bulalim.

&R cozim

|Og10= |Og1010 =1

BO

a € R"—{1} olmak tizere log.1 =0 dir.

C

a’=1©1log.1=0
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@ Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

‘. Ornek

logs 1 ve In1 in degerini bulalim.

Q. Cozim

logs1 =0 ve In1 =loge1 =0 dir.

‘. Ornek

logs (logs (2x — 3)) = 0 esitligini saglayan x degerini bulalim.

YR coziim

logs (logs (2x —3)) =0 = logs(2x—3) =5

2x-3=3'
X =6
Xx=3

Asagidaki islemleri hesap makinesi yardimiyla yapip tabloyu doldurunuz.

log2 = ... log3=... log6 = ... log2 +log3 =...
log3 =... log4 =... log12 = ... log3 +log4 = ...
logs = ... log6 = ... log30 = ... log5+log6 = ...
log10 = ... log2 =... logs = ... log10 —log2 = ...

Tabloyu inceleyerek ulastiginiz sonucu agiklayiniz.
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Sayilar ve Cebir

BO

a € R —{1} ve x,yE R" olmak Uzere l0ga (x-y) = logax + logay dir.

(@

logax = p
] olsun. a” =x ve a® =y yazilabilir. Bu esitligi taraf tarafa carpalim.
logay = q

xy=a"a'=a"""=xy=a""<log.(Xx-y)=p+q = loga(x-y)=log.x + loga.y

‘. Ornek

log2 =x ve logs =y ise log10 un x ve y cinsinden degerini bulalm.

&R coziim

log10 =log(2-5) =log2 + log5 = x + y bulunur.

‘. Ornek

log23 = a, log25 =b, log27 = ¢ ise log2210 ifadesinin egitini bulalim.

&R coziim

210=2-3-5-7 = 1092210 =l0g2(2-3-5-7) = 10922 + log23 + log25 + log27 =1+a+b+c

BO

a€ R —{1} ve x,y € R" olmak Uzere loga <§> = logax — logay dir.

(@

logax =p
olsun. a” =x ve a® =y dir. Bu iki esitligi taraf tarafa bélelim.
logay = q
x_a _ pq_ X_ _paq XN\ X\ _ _
e a” "= y = a" e Ioga<y)_ p—q= Ioga<y>— logaXx —logay bulunur.
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Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

‘. Ornek

log2 = x ise log5 in x cinsinden degerini bulalim.

&R coziim

logh = Iog<%>= log10 —log2 =1 —x

S0 Asagidaki islemleri hesap makinesi yardimiyla yapip tabloyu doldurunuz.

288D
28886

0932 = ... 5-10g,2 = ...
l0gs27 = ... 3-logs3 = ...
1 1
Ioglzz... 2-Iogl§=...

2 2

Tabloyu inceleyerek ulastiginiz sonucu aciklayiniz.

BO

ac R —{1}, x€R", n € R olmak izere log.x" = n-logax tir.

(@

logaX" = 10ga (X-X-X---X) = 10gaX + 10gaX + l0gaX + -+ -+ l0gaX = n-logax olur.

n tane n tane

‘. Ornek

log. 16 ifadesinin esitini bulalim.

@. Coziim

log216 = log,2* = 4-log.2 = 4.1 =4
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Sayilar ve Cebir

‘. Ornek

log2 +log5 +log 10 ifadesinin degerini bulalim.

&R cozim
log2 +log5 +log 10 = log(2-5-10) = log 100 = log1, 100 = log1o10° = 2 -log1o10 = 2

‘. Ornek

log2 = x ve log3 =y iselog144 Uin x ve y turinden degerini bulalim.

&R cozim

144
72
36
18

9
3
]

log 144 = log(2* -3%)
=log2* +log 3°

=4-.log2 +2-log3

W w NN NN

=4x+2y

‘. Ornek

logx +logy
logx —logy

= 2 olduguna gére x in y cinsinden degerini bulalim.

&R Coziim

logx +logy
logx —logy

= logx +logy = 2-(logx —logy)
logx + logy = Iogx2— Iogy2

log(x-y) = log("—i)
y
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@ Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

‘. Ornek

logs (%) ifadesinin degerini bulalim.

&R coziim

1 1 1 -
logs <%> = logs (W) = logs <£> =log,3

[&11\S)
alno

:—%.logss = — .1 = —

Asagidaki islemleri hesap makinesi yardimiyla yapip tabloyu doldurunuz.

logs 20
109220 = ... |og;52 =..

logs40
logs40 = ... loge3 = ..
logs5 = ... logs5 _

logs2 7

Tabloyu inceleyerek ulastiginiz sonucu agiklayiniz.

B3O

log.b
a,cE R"—{1} ve b € R" olmak iizere logab = ]

logea dir (taban degistirme kurali).

©}

logab = p ve logc.a = q olsun.

logab=p=a"=b

logca=q=c%=a
cl=a=(c"Y=a"=c""=b olur

c*®=b = log.b = q-p = log.b = log.a-log.b = loga.b = :g;cz bulunur.
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‘. Ornek

logs3 = x ise logs 75 in x tlrdnden degerini bulalim.

Sayilar ve Cebir

&R céziim
| 75_Iogs75 taban dedisti kural
09375 = l0gs3 (taban degistirme kurali)
_ logs (3.5%) logs3 +logs5° logs3+2:logs5 x4 2 |
‘. Ornek
log4 |n2 . i -
@er ifadesinin esitini bulalim.
Q- Coziim
log4 logio4 4 In2 _ loge 2 0.2
Tog8 ~ Togro8 _ °%% Ing ~log.8  °98
log4 |n2 _ _ -
log 8 “he = logs4 +l0ogs2 = logs (4-2) = logs8 = 1

B3O

Taban degistirme kurali yardimiyla asagidaki esitlikleri elde edebiliriz.

+ - _
1) a,b € R"—{1} olmak tizere log.b logoa

(@

logob 1
logra ~ logsa

logab =

2) ac R {1}, bE R ve m,nE R, n =0 olmak lizere log, b™ =%Iogab

(@

n_ logsb™  mlogab

log ,b" = == =7y logab

nlog.a
—32<
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Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

3) a,b,c...pE R"—{1}, kE R" olmak lizere log,b-logsc-log.d...logpk = loga k

@
logb logC logd _logk _ logk

logab-logsc-logcd...logpk = 002 ' JogE 1og€ " ogp _ 100

= logak

‘. Ornek

l0g»3-10g36-l0gs32 isleminin sonucunu bulalim.

&R céziim

logs3-l0gs6-l0gs 32 = log» 32 = log»2° = 5l0g,2 = 5

‘. Ornek

logz5-logs 36-logs v2 isleminin sonucunu bulalim.

&R céziim
1
log25-log,s 36-logs v2 = logz5-log ! 6° -logs22

= Iogzs-%-logsﬁ%logsZ = 2l0g25-10gs6-l0gs2 = 2l0g.2 = 2
2

‘. Ornek

log/316 = m ve log.9 = n olduguna gbre logm,16 ifadesinin esitini bulalim.

&R coziim

m-n = log,316-l0g29 = log 12*-log, 3% = 4
32

=3 l0gs2-210g.3 = 16l0gs2-10g-3 = 1610933 = 16
2
Bu durumda logm, 16 = log1s 16 = 1 olur.
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Sayilar ve Cebir

BO

ac R"—{1} ve b € R" olmak iizere " = b dir.

logab =t olsun.

a“%P"=x=a'=x = log.a' = log.x = t-log.a = logax = t = log.x olur.
—
t = logab olduguna gére
t =logax = logab = logax
b = x dir.
2% = x = logab = logax
b = x dir.

log.b

a"%® = x ise 2" =D olur.

‘. Ornek

2°9'% ifadesinin esitini bulalim.

&R Coziim

3,38
2Iogs125 — 2I09235 23I0925 — 2I0925 =5

‘. Ornek

(v7)°949° ifadesinin esitini bulalim.

&R coziim

1
log,q3 —-log /3
(V7 )°949% = 727949
l»Io 3
=722

11
= 72720973

1
:7Zlog73

1

= 7% — 3y =4/3
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@ Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

‘. Ornek

a,b,c € R"—{1} olmak tizere a"%°

logpa

=cC oldugunu gdsterelim.

&R coziim

logpa = x olsun.
a=>b" olur.

logpa

| - .
a'°%° = (p*)°%° = (p"*%°)* = ¢* elde edilir. x yerine log,a yazalim. a'%° = ¢"°%®? olur,

BO

Bir gercek sayinin 10 tabanina gére logaritmasi ardisik iki tam sayi arasindadir.

@

10 sayisinin tam sayi kuvveti olmayan bir sayi p olsun. p sayisi, 10" ile 10"*" arasinda bu-
lunsun.

p sayisinin 10 tabanindan logaritmasina x diyelim.

x =logp =p = 10" olur.
10"<p < 10" = 10" < 10* < 10"
n<x<n+1

n <logp <n+1 olur.

Tablodaki ifadeleri hesap makinesi yardimiyla bulunuz. Her birinin hangi iki tam sayi arasinda

oldugunu belirleyerek tabloyu doldurunuz.

log3=......... ...<log3 < ...
logs=......... ... <logb < ...
log125 = ......... ...<log125 < ...
log0,002 = ......... ... <log0,002 < ...
log0,00059 = ......... ... <log0,00059 < ...
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Sayilar ve Cebir

‘. Ornek

log 1234 degerinin hangi iki ardisik tam sayi arasinda oldugunu bularak tam kismini yazalim.

&R Coziim
1000 < 1234 < 10 000 yazalim.

Bu durumda,
log 1000 < log 1234 < log 10000
log10° < log 1234 < log 10*
3 <log1234 < 4 olur.
Bu durumda log 1234, 3 ile 4 arasinda olup log 1234 = 3, ... seklinde olacaktir.

Buna goére log 1234 in tam kismi 3 tar.

‘. Ornek

log 0,003 degerinin tam kismini bulalim.

& Coziim
0,001 < 0,003 < 0,01 yazahm.

10°< 0,003 < 107
log10~° < log 0,003 < log10~®
-3 <10g0,003 <—2

log 0,003 =—2, ... seklinde oldugundan tam kismi —2 dir.

B3O

1 den blyUk bir sayinin 10 tabanina gére logaritmasi pozitif; 0 ile 1 arasindaki bir sayinin 10
tabanina goére logaritmasi negatiftir.
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Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

log(1,25) = ...... 109 = ...
log2 = ...... log0,2 = ......
log3 =...... log0,001 = ......
log4 = ...... log0,9 =......

1
log125 = ...... IogE = ieene
log(1,125) = ...... log0,25 = ......

Bir sayinin logaritmasinin hangi durumlarda pozitif, hangi durumlarda negatif deger aldiklarini

aciklayiniz.
C- UYGULAYALIM
1. Asagidaki ifadelerden dogru olanlarin basina “D”, yanlis olanlarin basina “Y” yaziniz.
a) |:| log(a+b)=loga+logb b) |:| log(a-b)=loga + logb
loga a -
c) |:| @—Iog<b> c) |:| loga" =n-loga

d) |:| log(a-b-c)=loga+logb +logc e) |:| log(a—b)=loga—logb

2. Asagidaki islemlerin sonuglarini bulunuz.

a) log,32 +10gs;9 + logs 25 b) Ine +1log10—log100
c) log0,1+1log0,01 ¢) log,22+log,24 + 109,28
d) Ine-In/e

3. log2=m ve log3 =n olduguna gére log75 i m ve n tirinden yaziniz.

4. logi24 = x olduguna gére log+s 108 i x tlriinden yaziniz.
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Sayilar ve Cebir

l0g45-10g56-10gs7...10g2s5 256 isleminin sonucunu bulunuz.

In(a-b)=x ve In<%) =y olduguna gore Ina yi1 x ve y tlrtinden bulunuz.

5°9% ifadesinin degerini bulunuz.

2'°92° ifadesinin degerini bulunuz.

9. Tablodaki ifadelerin degerlerini bularak noktali yerlere yaziniz.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

log,3 log3
2%92° = . 10°%° = ...
log,7 In2
= ... e = ...
972 = ... e”'"s = teeeen

log» 14! = x olduguna gobre log. 15! ifadesini x cinsinden bulunuz.

Iog% + Iog%+ |Og%+ et Iog% isleminin sonucunu bulunuz.

logs (log2125-logs8) isleminin sonucunu bulunuz.

1

1 . -
y + ] isleminin sonucunu bulunuz.
1

+ logs5 T logs3

1 1 1 1
1092210 * 1093210 " 1095210 © log, 210

isleminin sonucunu bulunuz.

Asagidaki ifadelerin degerlerinin hangi iki ardisik tam sayi arasinda olduklarini bulunuz.

a) log50 b) log200 c) log2014
¢) log0,005 d) log2,125

log 288 ifadesinin degerinin hangi iki ardisik tam sayi arasinda oldugunu bulunuz.
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Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

1.3. USTEL, LOGARITMIK DENKLEMLER VE ESITSIZLIKLER

1.3.1. Ustel, Logaritmik Denklemlerin ve Esitsizliklerin Céziim Kiimeleri

BO

a € R"—{1} ve b € R olmak Uzere verilen bir Ustel veya logaritmik denklem,

1) logaf(x)=b & f(x)=2a" (f(x)>0)
2) logaf(x)=logag(x) < f(x)=g(x), (f(x)>0, g(x)>0) seklinde ¢ozulir.

‘. Ornek

logz (x* — 3x) = 2 denkleminin ¢6ziim kiimesini bulalim.

&R coziim
logs (x* = 3x) =2 = x* — 3x = 2°
x?—3x=4
x*—3x—4=0

(x+1)-(x—4)=0
X+1=0V x—-4=0
X1 =—1, X2 =4
—1 ve 4 icin x>~ 3x > 0 olmalidr.
x=—1i¢in (-1f-3:(-1)=1+3=4>0

x=4 icin 4-3-4=4>0 olup C ={—1,4}bulunur.

‘. Ornek

2% = 64 denkleminin ¢dzim kiimesini bulalim.

&R céziim

25X’1=64©5x—1=I09264:>5x—1=6:>5x=7:>X=%:>C':{%} tir.
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Sayilar ve Cebir

‘. Ornek

(25)—3-5"—4 =0 denkleminin ¢6zim kiimesini bulalim.

&R Coziim

(25)—3-5"—4=0=(5-8.5"-4=0
(5°f-3.5"~4=0

5% =t alalim.
t*-3.t-4=0
(t—4)-(t+1)=0
ti=4, th=—1

5"=4 < x=logs4 ve 5°=—1 < x=logs(—1) dir.

logs (—1) tanimli degildir. Bu durumda G = {logs4} olur.

‘. Ornek

e"+4.e7* =5 denkleminin ¢6zim kimesini bulalim.

& Coziim
e +d4e=5= e*+4-§=5
e’ =t alallm.t+%=5 = t°+4 =5t
t?—5t+4=0
(t—4)-(t—1)=0
th=4, tp=1
=4 = x=10ge4 =1In4

e'=1=x=loge1=In1=0

C ={0,In4} tur.
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Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

‘. Ornek

3" = 2" denkleminin ¢éziim kiimesini bulalim.

&R Coziim
x+1 _ Ax—1 x+1 _ x'l X _2_X 2_X_ gx_
3 =2 53 =25 =3 3—2:>3x—6:>(3>—6
= x=1log.6 olur. G ={Iogz6} dir.
3 3
‘. Ornek

(2x—5) =10 denkleminin ¢dzim kiimesini bulalim.

Q. Cozim

Her iki tarafin 10 tabanina gére logaritmasini alahm.

(2x—-5)" =10 = log(2x —5)" = log 10
7log(2x —5) =1

_1
Iog(2x—5)—7
.
2x—5=107
)
2x=107+5
Y10 +5 Y10 +5] .
x=——%5— olur. G =1——5—dir.

‘. Ornek

log(2x —3) =log7 denkleminin ¢6zim kiimesini bulalim.

&R Coziim
log(2x—3)=log7 = 2x—-3=7
2x =10
x =5 olur.

2x —3 > 0 olmalidir. x = 5 degerini 2x — 3 ifadesinde yerine koyarak saglamasini yapalhm.

x=5i¢in 2.5-3=10-3=7 >0 oldugundan C = {5} olur.
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Sayilar ve Cebir

‘. Ornek

log(x +5)—log(x —1) =1 denkleminin ¢éziim kiimesini bulalim.

& Coziim
log(x+5)—log(x—1)=1= Iog(it?)=1
X+5 _ 101
x—1

X+5=10x—-10

X =

—_

5
5 5
= — olur.

L. 15
9 3

~ 5 i _5 =2 4 _|5
x =3 igin x+5—3+5>0vex 1—3 1>0 oIdugundanQ—{S}olur.
‘. Ornek

x™ —e®x =0 denkleminin ¢dziim kiimesini bulalim.

&R coziim
X™—efx=0=x"=¢e"x olur.
x™ =e®x = In(x™) = In(e®x)
Inx-Inx =Ine®+Inx
(Inxf =6-Ine +Inx
(Inx?* =6+ Inx
(Inx¥—Inx—6=0
(Inx—=3)-(Inx+2)=0
(Inx—=3)=0 V (Inx+2=0)
Inx=3 Inx =—2 olur.
Inx=3=x=¢°

Inx=—2 = x = e 2 = — oldugundan G = {lz e3} olur.
e e
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‘. Ornek

logs (logz (logsx)) = 0 denkleminin ¢éziim kiimesini bulalim.

&R Coziim

logs (logz (logsx)) = 0 = logz (logsx) = 5

0

logz (logsx) =1

logsx = 2'

logsx =2
X = 4?
x=16

‘. Ornek

39%2% 4 3'7%2% = 4 denkleminin ¢dzim kiimesini bulalim.

Q. Cozim

3Iogzx+31—logzx =4 = 3I092x+3‘3—logzx =4 = 3Iogzx+3'

= 4 olur.

3Ioggx

3"99%2* = t olsun.

t+%=4:>t2—4t+3=0
(t-3)(t—1)=0
t1=3, t2=1

3%2¥=1=392"=3°= logox=0=>x=2= x=1

3%2¥ =3 = 392" = 3" = Jogox = 1 = x = 2 oldugundan G = {1, 2} olur.

‘. Ornek
log(x-y)=1

denklem sisteminin ¢6zim kimesini bulalim.
X+y=7
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&R Coziim

logx-y=1=x-y=10"= x-y =10
X+y =7 =y=7-—Xx olur.Buna gobre
x-y=10 = x-(7—-x)=10
xX*=7x+10=0
(x—=5)(x—2)=0
(x=5=0) V (x—2=0)
X1=5 Xz =2

(5.2)

x=5icin y=7-x=7-5=2ise (x,Y)

x=2iciny=7-x=7-2=5ise (x,y)=(2,5)

¢ ={(2,5),(5,2)} olur.

BO

a’™ > a%™ esitsizliginde,
1) a>1ise f(x)>g(x)
2) 0<a<1ise f(x)<g(x)tir.

2\ 4\t -
( ) 2( ) esitsizliginin ¢6zim kimesini bulalim.

2 \2x+1 4 \2x-1 2 \2x+1 2 2.(—2x—1)
(5) 2(25) =(5) =(5)
2X+1<—-4x-2

6x <—3
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‘. Ornek

(57— 125).(x*~9) > 0 esitsizliginin ¢cdziim kiimesini bulalim.

&R cozim
1. yol
51 _125=0=5""=125 x*~9=0=(x-38):(x+3)=0
5" =5° X2=3 X3=—3
Xx+1=3
Xy =2
—00 -3 2 3 +00

(5 - 125).(¢~9) | - % . % ] % .

LN |/
C=

(=3,2) U (3,0)

2. yol
1. durum

51 _125> 0 A x*=9 >0 olur.

57> 125 x*>9
5" > 5° VX2 > /9
x+1>3 |x|>3
x> 2 (x<=3)V(x>3) ise Ci=(3,0) olur.
2. durum

51125 <0 A x*—9<0 olur.

5" <125 x?<9
5" < 5° VX2 <v/9
x+1<3 x| <3
X<2 —-3<x<3 ise G2=(-3,2)

C=Ci1UC2=(-38,2)U(3,) bulunur.

BO

Logaritmali esitsizlikler ¢dzullrken;
a> 1icin 0 < X4 < X2 © l0gaX1 < l0ogaX2

0 <a<1igin 0 < Xy < X2 logaXxs > logax. 6zelliklerinden yararlanilir.
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‘. Ornek

logz> (x —6) > 4 esitsizliginin ¢dzum kimesini bulalim.

&R Coziim

logz (x —6) > 4 = loga (x — 6) > log»2*
= (x—6>2*) A (x—6 > 0) olmalidir. Buna gére
(x—6>16) A (x>6)
X > 22 oldugundan G = (22, ) dir.

‘. Ornek

log; (x—1) > 1 esitsizliginin ¢6zim kimesini bulalim.
4

&R coziim

log; (x—1)>1=log, (x—1)> Iog1%
4 4 ; 4

é(x—1 <Z>/\(x—1 > 0)

0 < < 1 oldugundan esitsizlik yon

degistirir.

= <x<%>/\(x>1) olur.

Ao

Buna gére C = <1, ) olur.

‘. Ornek

1<logz2(x+5) < 3 esitsizliginin ¢dzim kiimesini bulalim.

&R coziim
1<logz(x+5) < 3 = log22 <logs (x +5) < log,2°
2<x+5<8
—3<x<3 olur.

Buna goére ¢ =[—3,3)dir.

53



Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

‘. Ornek

log>(x—5)+1ogz (x +5) <6 esitsizliginin ¢ozim kiimesini bulalim.

& Coziim

logz (x —5)+10gz2(x+5)<6 = log2(x—5)(x+5)<6
logs (x*—25)< 6
x*—25<2°= x*-25<64 = x*< 89
= |x|<+/89 =-/89 <x</89
Ayrica, (x—5>0) A (x+5 > 0) olmaldir. Buradan (x > 5) A (x >—5) olup x > 5 bulunur.

-/ 89 <x<v89
esitsizlik sisteminin kesisimi alinirsa 5 < x <+'89 olur. C = (5,89 ] bulunur.

X>5
‘. Ornek
X+1 TTUR . -
Iogzx__z < 1 esitsizliginin ¢6zim kimesini bulalim.
&R Coziim
log X+ 1 < 1=log X+ 1 < log,?2
2x-2 2x-2 2
X+1 X+1
:>Oogzijj§-<1> A (X__2:>0>
X+1 X+ 1
:(X_2<2>A<X_2>0>dmmMm
X+ 1 X+ 1 —
X_2<2:¢X_2—2<0:?7£%?<0:¢—x+5=0=$x=5

X—2=0=x=2

x+1=0=x=-1
Buna gore isaret tablosu asagidaki gibidir.

X | = -1 2 5 +00
_x+1>0 + $ - + +
xX—2
—X*5 - — + - C=(-2,-1)U(5,+ ) olur.
X—2
tanimsiz

\ /

¢6zim kimesi
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C- UYGULAYALIM

1. Asagidaki denklemlerin ¢dziim kiimelerini bulunuz.

a) 2x+1 — 7 b) 42x—1 — l

5 c) 4 —2—6=0 ¢) e¥—6e*-1=0

2. Asagidaki denklemlerin ¢6zim kiimelerini bulunuz.

a) log:(3x—2)=5 b) logs (x + 3) = logs (x* — x)
c) e'=x™ ¢) log(4x —6)+logx =1

3. Asagidaki denklemlerin ¢6zim kiimelerini bulunuz.

a) 9°-3""-10=0 b) 16" +4*-12=0

c) logz(x—1)—logz(x—2)=4 ¢) logs(x—1)+logs(x—3)=1
4. log:[2 + 2logs (2x — 1)] = 1 denkleminin ¢6zum kiimesini bulunuz.

5. log8 —2logx = logx + Iogl2 denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz.
X

6. logsx +10ogs (3x+2) =0 denkleminin ¢6zim kiimesini bulunuz.

7. Asagidaki esitsizliklerin ¢dziim kiimelerini bulunuz.
x+1 —2x—3 TV jaxt
a) 2" <2 b) (E) >2 c) log, (2x—4)> 2
2

¢) |log2(x—3)[< 4 d) 1<logs(x—1)<2
8. 0 <log2(x—5)<4 esitsizligini saglayan kag tane x tam sayisi vardir?
9. x™-e"x=0 denkleminin ¢éziim kiimesini bulunuz.

10. 29 =59 ise x kagtir?

logxy® =3
1. e denklem sisteminin ¢éziim kiimesini bulunuz.
I097 =-8

12. logz (4 — x) +logz (x — 1) > 1 esitsizliginin ¢ézim kiimesini bulunuz.
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Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

1.3.2. Ustel ve Logaritmik Fonksiyon Problemleri

Depremler, Dunya’nin var olusundan beri can kayipla-
rina yol agcmis ve glinimuzde de can kayiplarina neden
olmaya devam eden bir dogal afet tirudir. Bilim insan-
lari, depremin nedenlerini arastirip can kayiplarini azal-
tabilmek icin calismalar yapmaktadir. Charles F. Richter
(Carls F. Rihter), sismograf makinesi ile zemin hareketle-
rini 6lgmus ve bilim ¢evresinde saygin bir yer edinmistir.

Charles F. Richter, dis merkezden 100 km uzaklikta
ve sert zemine yerlestirilmis 6zel bir sismografla kayde-
dilmis zemin hareketinin mikron (1 mikron 1/1000 mm)
cinsinden &lctlen maksimum genligin 10 tabanina gore
logaritmasini depremin buyuklugi olarak hesaplamistir.
Rihter 6lcegi logaritmik oldugundan dlcekteki her tamsa-
yi farkli deprem genliginde 10 kat artisa denk gelir.

Bilim insanlari bir dinozor fosilinin kemigini inceleye-
rek bu dinozorun kac yil 6nce yasadigini tespit edebil-
mektedirler. Canli iken kemikte bulunan karbon 14 adiyla
anilan atomlar canlinin 6limunden sonra dlzenli olarak
bozunarak karbon 12 atomuna déntstrler. 5736 yilda bozunmayan karbon 14 atomlarinin sayisi
yariya iner. Diger yarisi karbon 12 atomu héaline dénusur. Bu sireye yarilanma siresi denir. Ke-
mik fosilindeki bu iki cins atomun miktarlari dlgulerek dinozorun yaklasik olarak kag¢ yil 6nce 6ldu-
gu anlasilabilmektedir. Yar 6mur, azalmakta olan bir maddenin baslangictaki miktarinin yarisina
dismesi icin gecen zamandir.

Kaynak: Ana Britannica Ansiklopedisi

‘. Ornek

Genligi 22 mm olarak 6lgtilen depremin Richter 6lgegine gore blyukligini hesaplayalim.

& Coziim

8002 22 mm yi 6ncelikle mikrona cevirelim. 1 mikron 1(;Wmm oldugundan 22 mm, 22 000 mik-
2880
0ooo rondur.

22 000 in 10 tabanina gdre logaritmasini alalim.
log22 000 = 4,34242

oldugundan Richter 6l¢egine gore depremin blyuklugu yaklasik 4,3 olur.
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‘. Ornek

Bir okulda tasarruf bilinci olusturmak isteyen bir 6grenci grubu ¢evre okullarin su tasarrufu yapmalari
icin calismalarda bulunuyor. Birinci ay 1000 litre tasarruf yapiimasini saglayan égrenci grubu her ay bir
dnceki ay icerisinde yapilan tasarrufun iki kati kadar tasarruf yapilmasini saghyor. Buna goére 10. ayda
ne kadar su tasarrufu yapilimis olur?

Z Coziim

Baslangictaki su tasarrufu 1000 litre olduguna gore

y(1)= 1000 dir.

2.ay y(2)=2-y(1)=2-1000

3.ay y(3)=2-y(2)=2.2-1000 = 2% -1000

4.ay y(4)=4-y(3)=2-2?.1000 = 2°-1000

t.ay y(t)=2"".1000 olacaktir.

Buna gére 10. ay yapilan su tasarrufu,

9 ) L]
27.1000 = 512000 litre olur. HHHE
esac
‘. Ornek
Bir radyoaktif maddenin bozunma hizi saatte %2 dir. 8 saat sonra bu maddenin ylzde kagi kalir?
Z Coziim
Saat | Kalan yizde n saat sonra ne kadar madde kaldigini gérmek igin bir formdl yaz-
0 100 maya calisalim. Bunun igin gecen zaman ve kalan ylzdeyi gésteren
1 100-0,98 bir tablo cizelim. Baslangictaki madde miktarini 100 alalim.
2 100-0,98-0,98 1 saat sonra kalan madde, 100 — 100 - % = 98 dir.
_ 98
98 =100- 100
n—1
n | 100-(0,98) = 100- 0,98 yazilabilir.

2 saat sonra kalan madde, 100-%-% =100-(0,98)-(0,98) olur. Bu sekilde devam edecek

olursak n saat sonra kalan madde,

100-(0,98)-(0,98)...(0,98) = 100-(0,98)" dir.

ntane

Buna gére 8 saat sonunda kalan maddeyi bulmak i¢in elde edilen formilde n yerine 8 yazalim. Bu-

nun icin hesap makinesinden yararlanabiliriz.

000®

8 saat sonunda radyoaktif maddenin yaklasik 100 - (0,98)® ~ 85 oldugundan %85 i kalmistir. E==%
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‘. Ornek

Kagan, afet bélgesindeki yardima muhtac insanlara para géndermek icin okullarina konulan yardim
sandigina ilk giin 1 TL den baslayarak her gin bir dnceki gun sandiga attigi paranin 2 kati kadar para
atiyor. 7 gunlin sonunda yardim sandigina toplam ka¢ TL para atmis olur?

A Coziim
Baslangicta 1 TL almistir.
y(1)=1dir.
2.giny(2)=2.y(1)=2.1=2"=2
38.9iny(3)=2-y(2)=2.2=22=4
4.giny(4)=2-y(38)=2.4=2%=8

7.9in y(7)=2-y(6) = 2° = 64 olacakr.

Buna gbre 7 gin sonunda toplam, 1+2+4 + 8+ 16 + 32 + 64 = 127 TL para atmis olur.

‘. Ornek

Bir bakteri tiri her saatte iki katina ¢ikmaktadir. Baglangictaki bakteri sayisi 1000 olduguna gére kag
saat sonra bu bakteri tiriinun sayisi, baslangi¢takinin 100 katina ¢ikacaktir?

A Coziim

Baslangictaki bakteri sayisi 1000 olduguna gére y(0) = 1000 dir.
1 saat sonra y(1) =2-y(0) = 2-1000
2 saat sonra y(2) = 2-y(1)=2-2-1000 = 2% -1000

3 saat sonra y(3) =2-y(2) =2-2%.1000 = 2° -1000

t saat sonra y(t)=2'-1000 olacaktir.

Buna gore 2'-1000 = 100-1000 olmasini istiyoruz.

ot _ 100-1000
-:ln@ t 1000
ooen 2 =100
8880
2880 ¢ 2
log2 =1og100 = t-log2 =2 =t = Tog2 ~ 6,64385 olur.
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‘. Ornek

Bir bakteri kolonisinde baslangi¢ta 100 hiicre vardir.
Koloni mevcut saylya goére Ustel bir hizla buyimektedir.
Saatte %4 oraninda artan bakteri kolonisinde 6 saat so-
nunda yaklasik ka¢ bakteri olur?

\Z C6ziim

1 saat sonunda bakteri sayisi

4

100+100-m

=100+ (1+555)

=100-1,04

2 saat sonunda bakteri sayisi

= 100-(1,04) (1 +%)

=100-(1,04)-(1,04)

n saat sonunda bakteri sayisi

=100-(1,04)-(1,04)...(1,04)

=100-(1,04)" olur.

Saat Bakteri sayisi
0 100
1 100-(1,04)
2 100-(1,04)
n 100(1,04)"

6 saat sonunda bakteri sayisini bulabilmek icin elde edilen formulde n yerine 6 yazmaliyiz.

n =6 igin 100-(1,04)° ~ 127 olur.

[S[S[S]]
8000
8080
8886
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‘. Ornek

Yari émr0 40 yil olan 10 gr maddenin 120 yil sonra ne kadar kalacagini bulahm.

(t42: Yarilanma 6mr0, A: Baslangictaki madde miktari, n: Gegcen zaman (yil), B: Kalan madde miktari

_n
olmak iizere B = A (%)‘1/2 dir.)

& Coziim
tyo =40 yil, A: 10 gram, n: 120 yil, B: kalan madde miktari

B=A-<%>i= 10-(%>%= 10-(%>3= 10-(%)= 1,25 gram

‘. Ornek
Bir radyoaktif izotopun 24 giin sonra baslangi¢taki miktarinin % i kaldigina gbre bu izotopun yarilan-
ma dmrind bulalim.
& Coziim
Baslangictaki madde A ise kalan madde B = % n =24 gun,
1y . A e (1N 1
— A .=\ D a (L 2\t = L
B=A(g)" > g=A ()" =(5)" -5
24
(2N =20%=-2%__351¢,=2% _gginolur
tie 3
‘. Ornek

Bir arastirma sonucu (zerinde %10 karbon 14 i¢eren bir fosil bulunuyor. Bu fosilin yarilanma émru
5736 yil olduguna gdre yaklasik yasini bulalim.

In(n)

(t1/2: Yarilanma émru, n: Karbon 14’tin canli dokudaki miktarina orani, Fosil yasi = Y(n) = ~ 0693 ti2)

& Coziim
n: %10 = 0,1
ty/0: 5736 (fosilin yarilanma émri) yasindadir. [
n(0,1) 2,30 i
- 7, ~_ SV ~ 2880
0.603 5736 0.693 5736 ~ 19037
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<\- UYGULAYALIM

1. Birilin nifusu yaklasik olarak
N(t)= 300 000-e%%* 2% formlii ile verilmistir. (t yil gdstermektedir.)

Kag yil sonra ilin nufusu, 2 000 yihndaki nifusun 2 katini geger?
2. Richter olcegine gére 5 buyuklugiindeki bir depremin genligi yaklasik kag mm dir?

3. Bir ortamda bulunan bakterilerin sayisinin zamana gére degisimi (dakika olarak), Q(t) = Qq - e***
seklinde modellenmistir. Qo, baslangictaki bakteri sayisi ve t zaman olmak (izere bakteri sayisinin
500 den 20000 e ¢ikmasi icin ka¢ dakika gecmelidir?

4. Bir bakteri tiri her saatte 3 katina gikmaktadir. Baslangictaki bakteri sayisi 100 000 olduguna gére
kag¢ saat sonra bu bakteri turiinin sayisi baglangictakinin 100 katina ¢ikacaktir?

5. Nufusu 500 000 olan bir ilin yillik nifus artis ylizdesi %10 olarak belirlenmistir. Kag yil sonra bu ilin
nifusu baslangi¢taki nifusunun 2 kati olacaktir?

6. Yari émrii 120 yil olan 20 gramlik bir maddenin 2400 yil sonra ne kadar kalacagini bulunuz.

7. Yari émri 360 yil olan 40 gramlik bir maddenin 3600 yil sonra ne kadar kalacagini bulunuz.

____________________________________________________________________________________________

Yandaki karekodu tabletinize okutarak eba.gov.tr adresine baglaniniz. Konuyla
ilgili videoyu izleyiniz.

____________________________________________________________________________________________
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o
a1

log,s ¥ 25 ifadesinin degeri asagidakilerden hangisidir?

2

A) B) C) % D)5

1
5

logs 3 -loge 125 ifadesinin degderi asagidakilerden hangisidir?

A) B) 1 C) % D)

njon

1
2

logz [logs (log232)] ifadesinin dederi agagdidakilerden hangisidir?

A) —1 B) 0 C) 1 D) 2

0923 -l0gs4 -10g945...10g127 128 isleminin sonucu asagidakilerden hangisidir?

A) 3 B) 5 C)6 D)7

logz[15 + logs (8 — logs 27)] isleminin sonucu asagidakilerden hangisidir?

A)O B) 1 C)2 D)3

logs5 = m olduguna gére logs 15 ifadesinin degeri nedir?

A T B) m+ 1 ) 5

log(m+n)=logm + logn olduguna gére m nin n turtnden degderi nedir?

n+1 n n
A B) n =1 C) 117 D) n+1
?
log2 8 + 10g+8 ifadesi asagidakilerden hangisine egittir?
1 1
Mg B) 2 C) 1 D) 2
logs (logsx) = 2 olduguna gore x kagtir?
A) 5 B) 125 C) 5° D) 5%
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log(3x +2)+ logx = 0 denklemini sadlayan x degeri asagidakilerden hangisidir?

AT B) & C) 3 D) 1 E)2
logz (logs (5x +4)) = 1 olduguna gore x kagtir?
A) 5 B) 4 C)3 D) 2 E)1
I L + 2 + 4 isleminin sonucu kagtir?

09424 log,,24 ' logs 24
N B) 5 C) 1 D) 2 E) 4

logs (9-3*"?) = 2x denkleminin ¢6ziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

A) {2} B) {4} C) {6} D) {8} E) {10}

6e +e*—5 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

A) {In2} B) {In3} C) [0,In2] D) {In2,In3} E) 1

logzx + l0g,z2Xx = log227 denkleminin kdki kactir?
A)3 B) 4 C)5 D)9 E) 27

1 1 1
109240 T 109,40 " logs40

A)% B) 1 )2 D) 4 E) 16

isleminin sonucu kagtir?

Yandaki grafik, f(x) = logax fonksiyonuna aittir. Buna gére
f£(9)+ £(27) nin degeri kactir?

A) —1 B) —2 C) -3

D) -4 E) -5

O fommm e

f:R » R" olmak lizere asagidaki Ustel fonksiyonlardan hangisi azalandir?

AFX=9  BIfW=4  ofw=(3) Drw=(3" Bfo=(3)
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f:R - R" olmak iizere asagidaki listel fonksiyonlardan hangisi artandir?

Nf=(z)  BfW=(3] ©orfx=(3) D)f(x):(%)ix E)f(x):<%>x

Nufusu 200 000 olan bir ilin nGfus artis yizdesi ortalama %1 olarak belirlenmigtir. 8 yil sonra bu ilin
nifusu yaklasik kag olur?

A) 215 325 B) 216 571 C) 219 000 D) 220 224 E) 275 782

Bir bakteri tlrti her saat sonunda 4 katina ¢ikmaktadir. Baglangictaki bakteri sayisi 200 olduguna
gbre 10 saat sonra bu bakteri tiriinin sayisi kag¢ olur?

A) 209 715 200 B) 2 120 000 C)315125375 D)325225475 E)416 732 025

Bir radyoaktif maddenin bozulma hizi saatte %4 tlr. 12 saat sonra bu maddenin yaklasik ylizde
kaci kalir?

A) 60,250 B) 61,271 C) 62,374 D) 65,432 E) 68, 195

2004 yilinda Funda’nin bir bankada 4000 TL parasi vardir. Paranin yillik artis orani %10 olduguna
gbre 2016 yilinda Funda’nin bankada yaklasik kac¢ TL parasi olur?

A) 12 400 B) 12 450 C) 12 554 D) 12 652 E) 14 000

Richter 6lcegine gbre 100 km uzakliktaki 5,4 siddetindeki bir deprem yaklasik kag mm genlik Gre-
tir?

A) 100 B) 125 C) 251 D) 272 E) 350

Bir kolonide bulunan bakteri sayisi B, dir. t(sa.) zaman sonraki bakteri sayisi B(t) = BO-23‘ formu-
[0 ile veriliyor.

Buna goére baslangicta 128 bakteri varsa 3 saat sonra bakteri sayisi kag olur?

A) 2'° B) 2™ C) 2" D) 2° E) 2°

Bir radyoaktif madde bozunmaya ugrayarak t (ay) sonra kalan madde miktari B(t) = 30 - (1,2) % (q)
form0lU ile modellenirse 4 ay sonraki radyoaktif 6lcimde madde miktan yaklasik olarak ka¢ g dir?

A) 22,97 B) 16,98 C) 11,94 D) 6,97 E) 2,96
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@ Diziler

2.1. GERCEK SAYI DIZILERI

Matematikte kullanilan dizi s6zcugu ile gunluk
hayatta kullanilan dizi s6zcigu aslinda birbirinden
cok farkh degildir.

“Satrang taslarini, taslar arasinda belirli bir mesa-
fe birakarak satranc tahtasina dizmek”

“Bilardo toplarini, her siradaki top sayisi belirli bir
oranda artacak sekilde dizmek”

“Bardaklari sabit araliklarla ikiser ikiser rafa dizmek” ifadeleri dizi sézcuginun gunlik hayatta
kullanilan érnekleridir.

{1,2,3,4,5,....}

{2,4,6,8,10,...}

{5,10,15, 20, ...}

kimelerinin elemanlarinin olusturdugu dizilim ise dizi s6zcigunin matematiksel anlamda kullanilan

ornekleridir.

Her iki 6rnekte de nesnelerin veya sayilarin belirli bir kurala gére dizilimi s6z konusudur.

2.1.1. Dizi Kavrami

BO

A # @ olmak lzere f:7Z" — A tamimli her fonksiyona dizi denir. Diger bir ifadeyle tanim kiimesi

pozitif tam sayilar kiimesi olan her fonksiyona dizi denir.
n € Z" igin f(n)=a, ifadesine dizinin n. terimi veya genel terimi denir.
A = R ise diziye reel sayilar dizisi denir.
Bir reel say! dizisi,

f={(1,a1),(2,az2),(3,as),...,(n,an),...} veya (a.)=(asazas,...,an,...) seklinde gosterilir.

ai, az, as reel saylilarina sirasiyla dizinin birinci, ikinci ve liclincii terimi denir.

Dizi genel terimleri ile belirlidir. Genel terimleri verilmeden yazilan sayi gruplar dizi belirtmez.
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‘. Ornek

f:Z" - R, f(n)=2n fonksiyonunun bir dizi belirtip belirtmedigini gdsterelim.

& Coziim
f:Z" - R, f(n)=2n fonksiyonu igin

f(n)=2n

oldugundan (a,) =(2n)=(2,4,8, ..., 2n, ...) seklindedir.

Buna gére f:Z" —» R, f(n)= 2n fonksiyonu genel terimi a, = 2n olan bir dizidir.

‘. Ornek

f(n)= 2nn_+45 fonksiyonunun bir dizi belirtip belirtmedigini gdsterelim.

& Coziim
Bir fonksiyonun dizi belirtmesi i¢in tanim kiimesinin Z* olmasi gerekir.

n=4icn f(n)= 2nn_+45 tanimsiz oldugundan f(n) fonksiyonunun tanim kiimesi Z* degildir.
_2n+5
 n-4

Dolayisiyla f(n) fonksiyonu bir dizi belirtmez.

‘. Ornek

(3,6,9,...) ifadesinin bir dizi belirtip belirtmedigini gésterelim.

& Cozim
(3,6,9,...) ifadesinde genel terim verilmediginden bu ifade bir dizi belirtmez.
Bu dizide 4. terim 12 olmak zorunda degildir. a, =(n—1)-(n—2)-(n—3)+3n
genel terimli bir dizinin de ilk G¢ terimi 3, 6, 9 dur. Ancak 4. terimi 18 olur.

(3,6,9,...) ifadesinde 3. terimden sonraki terimleri genel terim olmadan bilemeyiz. Dolayisiyla bu
ifade bir dizi belirtmez.
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‘. Ornek

2
f(n)= N n_1 ifadesinin bir dizi belirtip belirtmedigini gosterelim.

&R coziim

2
Vn € Z" igin f(n) tanimh oldugundan f(n) = n n_1 bir dizidir.

Sonlu Dizi

BO

ke Z ve A= {1,2,3,...k} C 7" olmak lzere tanim kiimesi A« olan her fonksiyona sonlu

dizi denir.

‘. Ornek

(an) = <2 t g) ifadesinin bir sonlu dizi belirtmesi igin terim sayisinin en fazla kag¢ olabilecegini bulalim.

&R coziim

a1 €ER, a, €R, az € R,as € R,as ¢ R oldugundan

As={1,2,3,4} olmak Uzere
an: A4 — R sonlu dizisi tanimlidir.

Dolayisiyla bu sonlu dizinin terim sayisi en ¢ok 4 olabilir.

v

Sonlu dizi oldugu belirtiimedigi slirece her dizinin sonsuz dizi oldugu anlasiimalidir.
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Sabit Dizi

BO

Butuin terimleri birbirine esit olan dizilere sabit dizi denir. (an) sabit dizi ise

ai=a,=az=..=a,=c¢ (c € R)dir
‘. Ornek
an) = — izisi sabit dizi olduguna gére egerini bulahm.
Sn—X) dizisi sabit dizi old k d bulal
&R coziim
1. yol
a,) sabit dizi ise a; = a, dir. a1 = >— ve a,=—4— olduguna gére
ot 5, -~ 355 ve - 855 o

_ 3-k_6-k 9k = 30 — Ak = __3
a1—a2é4+1_8+1:>27 9k=30—-5k =—-4k=3=k= 2 bulunur.
2. yol

Dizi, tanim kiimesi sayma sayilari olan bir fonksiyondur. (a,) dizisi bir fonksiyon olduguna gére fonk-

siyonun &zellikleri dizi icin de kullanilabilir.

<2: J_r 1k> dizisinin sabit dizi olmasi i¢in pay ve paydadaki ayni dereceli terimlerin katsayilarinin orani
birbirine esit olmalidir. Buna gére

3_ =K L 4= __3

2-71 4k=3=>k= 2 olur.
‘. Ornek

(an) = (cos2n7) dizisinin sabit dizi oldugunu gosterelim.

& coziim
a; =cos2m =1
a, =cos4r =1

az =cos6r =1

(an)=(1,1,1,...) oldugundan (a,) = (cos2nx) sabit dizidir.
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Dizilerin Esitligi

BO

Vn € Z" igin a, = b, oluyorsa (an) ve (b,) dizileri birbirine esittir. Bu durum (a,) = (b,) seklinde
gosterilir.

‘. Ornek

(an) = (cosnr) dizisinin (bn) = ((—1)") dizisine esit oldugunu gosterelim.

&R céziim

(an)=(cosnrt)=(-1,1,—1,1,...) (ar=cost=-1, az=cos2r=1,...)
(b)=((=1)=(=1,1,-1,1,...)  (bi=(=1)'==1, ba=(-1F=1,...)

Buna gore
a; = b1, ads = bz, dz = bs, e, dn = bn, oldugundan

Vn € Z" igin (an) = (bn) dir.

Genel Terimi veya indirgeme Bagintisi Verilen Bir Dizinin Terimleri

BO

Genel terimi a, olan bir dizide, n yerine terim numarasi yazilarak dizinin terimi bulunur.

‘. Ornek
(an) = <2 ;2) dizisinin birinci ve besinci terimini, genel terimini ve ayni dizinin kaginci teriminin %

oldugunu bulalim.
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&R coziim
"T1+2 7 3 U542 7 T
.. n=38 .
Genel terimi a, = nio dir.
. k=3 _k-83_1 qa_
Dizinin k. terimi =175 :>—k+2 =% = 6k—18=k+2
5k = 20
k =4 olur.
Buna gore dizinin 4. terimi % dir.
‘. Ornek
_1 2n+1
Genel terimi a, = Bn_1 olan dizinin ilk t¢ teriminin toplamini bulahm.
&R cozim
(_1)2-1+1 1 (_1)2-2+1 1 (_1)2.3+1
(=Fi1 T2 #T32-1 ~ 5 ¥ 33-1 8
1\ (_1\_=z20-8-5__33
a1+a2+a3——2+< 5>+< 8>_ 20 =720
‘. Ornek

Bir (an) dizisinde a; = 4 ve a,.1 = 6n + a, olduguna gore bu dizinin genel terimini bulalim.

Q.(}ézﬁm
n=1=>a=6+a;
n=2=as=12+a
n=3=>a;=18+as
n=n—-1=a,=6-(n—1)+an+
+

atast+ait..tar +a=6-(1+2+3+..+(n—1))+a+az+..+as
an=6-(1+2+3+..+(n—1))+ay
n—1)-(n—-1+1
P k| KUt 5} IO
an=3:(n—1)-n+ay
4
a,=3n’-3n+4 olur.
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v

Her terimi kendinden 6nceki bir veya birkag terim cinsinden tanimlanan dizilere indirgemeli dizi,
tanimlama bagintisina da indirgeme bagintisi denir.

‘. Ornek

Bir (an) dizisinde an1 = 2"-a, ve as = 2 olduguna gore as degerini bulalim.

&R Coziim

n:3:>a4=23-a3
n=4=as=2"a,
n=5=as=2"-as

n=39 = dyo = 239 +d3g

X
An A% A6...a5 A0 =2-2".2°..2% a;.2;-25... 25
a40 — 22+3+4+5+...+39 'a3
s = o779 -as
a40 _ 2779 .2 — 2780
‘. Ornek

Bir (an) dizisinde Vn € Z" igin a1 =an+2 ve as =6 ise ax degderini bulalim.

Q.C}ézﬁm
n=3=>as=az+2
n=4=as=as+2
n=5=>as=as+2
n n:19:>320:a19+2

a,+ast+as+..taetax=as+as+as+as+..+as+2-17
axp =az+2-17
ax=6+34
ax = 40
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Sayilar ve Cebir @
3n-5

Genel terimi a, = o0 —11 olan dizinin kag teriminin negatif oldugunu bulalim.

& Cozim
3n—-5 U _ _5
51— 11 < 0 esitsizligini ¢6zelim. 3n—5—0:>n—3
_ 11
2n—-11=0=n= 5
3 "
—00 3 2 +00
3n—-5
on—11 <0 * - *
tanimsiz

511\ .. 3n-5 .
n E<3, 2) icin 5 37 negatiftir.

Bu araliktaki sayma sayilari 2, 3, 4 ve 5 oldugundan (a,) dizisinin 4 terimi negatiftir.

‘. Ornek

4n*—4n+5

Genel terimi a, = P olan dizinin kag teriminin tam say1 oldugunu bulalim.

& Cozim
4n®*—4n+5 n+1

4n® +4n 4n—8

—8n+5 4n®—4n+5 13
B B L I

olur.
—-8n—-8

13

4n—8 +% ifadesinde n € Z" icin 4n — 8 tam sayidir. Bu durumda, ifadesini tam say

13
n+1
yapan sayma saylilarini bulalim.

n; 12 deg@erini aldiginda n1f1 tam sayi oldugundan (a,) dizisinin 1 terimi tam sayidir.
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‘. Ornek
(an)

(n®*—4n—5) dizisinin en kiigiik terimini bulalim.

&R coziim
f:R - R, f(x)=x*—4x—5 fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.
f(X)=X2—4X—5 Ay

=x*—4x+4-9

=(x-2f¥-9
Tepe noktasi, T(2,—9) olur.
xX*—4x—-5=0= (x+1)-(x=5)=0

x=—1 V x=5

olup grafik x eksenini, (—1,0) ve (5,0) noktalarinda ke-
ser.

(an) dizisinin tanim kimesi Z" oldugundan grafik tize-
rinde apsisi sayma sayisi olan noktalar bu dizinin analitik
dizlemdeki gorantileridir.

Grafige gore (an) dizisinin en kiigik terimi az =—9 olur.

‘. Ornek

(e

—— ) dizisinin kag teriminin 5 ten buyuk oldugunu bulalim.

&R Cozim
n+49 _n+1, 48 _ . 48
n+1  n+1 n+1_1+n+1 dir.
48 48

1Jrn+1>5:>n+1>4

n+1 1

48 4

48

:>n+1<T:>n+1<12:>n<11qur.

Buna goére dizinin ilk 10 terimi 5 ten bayudktdr.
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‘. Ornek

n-(n+1)y _—
(an) =|——5 ) dizisinin ilk 5 terimini bulalim.

&R coziim
) 2. 4 4. )
a1=J§g=1,a2:—§§=3,a3=§§—=6,a4=—§§=10,a5=§§§=15
([ ]
[ ) ® 0
[ ) ® O ® 00
[ ) o0 ® 06 0 ® 6 00
@® ® 0 ® 060 ® 6 06 O ® 6 6 60 O
1 3 6 10 15
[ )
o0

([ ........ ( N J
n-(n+1)
2

1 den n ye kadar ardisik dogal sayilarin toplamini veren sayilara ticgen sayilar denir.

Ornegin; 0+1=1
1+2=3
1+2+3=6

1+2+3+4=10
14+2+3+4+5=15

oldugundan 1, 3, 6, 10, 15 sayilari Giggen sayilardir. n sayma sayisi olmak Gzere U¢gen sayilar,
n-(n+1)

> seklinde yazilabilen sayilardir.

‘. Ornek

(an) =(n?) dizisinin ilk 5 terimini bulalim.

&R cozim

ar=12=1,a,=2=4, a;=3°=9, a, =4°=16, as =5°=25
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(1)

Ardisik iki i¢cgen sayisinin toplami bir kare sayidir.

Ornegin;
1+3=4=2?
3+6=9=3°

6+ 10 = 16 = 42 oldugundan 4, 9, 16 sayilar birer kare sayidir.

n, 1 den blyik sayma sayisi ve ardisik iki t¢gen sayi,

n—1)-n n(n+1
( 2) ve (2 )oldugundan ° ... —> ::
(n=1)n ne(n+1) { v /
kare say!, + =n° dir. . .
2 2 Ucgen say! Gcgen say! kare say!I
° o o o
o o L) e o o
—>
° e o o e o o
dcgen say! Ucgen say! kare say
-~ e 0o 0 0 0
e o 0 o o o OO D
e o o e o o o &0 000
o o e o o o ® 00 0o
[ e 6 6 o o e 6 6 o o
dcgen say!I dcgen say!I kare sayI
‘. Ornek
Genel terimi a, = %[(1 +2‘/§> —(1 _2‘/§> olan (an) dizisinin ilk 5 terimini bulalim.
&R coziim
a=¢[1+f 1—f _ 1 2v5 1 |{1+/BY 1-@3_2
=5 2 /5 2 a=5 N\ 2 )\ 2 -
az—% [1+2‘[+5 1_2‘4/§+5] N B S A W A
S 8885 S 2 2 -
_ 145 ; ;
/5 4 g = L |(1+/BY _(1=V5Y|_¢
S 2 2 -

76
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1.

10.
11.
12.

13.

. Genel terimi a, =

Sayilar ve Cebir @

Asagidaki ifadelerden bir dizinin genel terimi olabileceklerin basina “v” semboli, olmayanlarin ba-

sina “x” semboll koyunuz.

n+1 n+1
a) e b) — c) log(n—+2)
c) cot22—7E d) 1—n® e) _n-1|-1
. Bir (an) dizisinde, Vn € Z" igin an+1 =an+2 ve as= 9 olduguna gére azo kagtir?

. Bir (a,) dizisinde, ¥n € Z" igin a, = a,-1+2n ve as;=6ise ax kagtir?

4n—1
bn+5

olan dizi, b nin hangi degeri icin sabit dizidir?

. (an)=(1+(=1)") ve (bn)=(1—cos(n—1)x) dizilerinin esit oldugunu gosteriniz.
<%> dizisinin terimlerinden kag tanesi tam sayidir?
<6nn+—29> dizisinin kag terimi negatif sayidir?
(BE5F) dizisinin kag terimi 4 ten biytiktir?

. (an)= (2"+1 «(n+ 1)!) dizisi veriliyor. a;_: = 20 olduguna gore n kagtir?

n—=8 L . e
= ?
(an) <4 — 2n> dizisinin kag terimi pozitiftir?

Vn € Z" igin a; =1 ve ay. =2a,— 1 olduguna gére (a,) dizisinin genel terimini bulunuz.

(n*—2n+5) dizisinin en kiigilk terimini bulunuz.

(an)

(an)=(—n*+9n—16) dizisinin en biyiik terimini bulunuz.
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2.1.3. Aritmetik ve Geometrik Dizilerin Ozellikleri

Aritmetik Dizi ve Ozellikleri

BO

Ardisik terimleri arasindaki fark ayni sabit sayiya esit olan dizilere aritmetik dizi denir.

Buna gére Vn €Z" ve d € R olmak lzere

an+1— an = d esitligini saglayan (an) dizisi bir aritmetik dizidir. d sayisina aritmetik dizinin ortak
farki denir.

ans1—an=d=ap1=a,+d=>a=as;+d

az=a»+d
as=az+d
an=anp-1+d

+

an=as+(n—1)ddir.

Buna goére aritmetik dizinin genel terimi; a, = a; +(n—1)d olur.

‘. Ornek

ilk terimi 4 ve ortak farki 2 olan aritmetik dizinin 20. terimini bulalim.

&R coziim
an=ai+(n—-1)d, a; =4 ve d=2 oldugundan

ax=4+(20-1)-2=4+19-2=4+38 =42 olur.

‘. Ornek

Birinci terimi 2, ortak farki 4 olan aritmetik dizinin genel terimini bulalim.

&R Coziim
ai=2ve d=4

an=ar+(n-1)d=a,=2+(n-1)4=>a,=2+4n-4=>a,=4n-2
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‘. Ornek

(an) aritmetik dizi olmak lizere as = 12, a3 = 24 olduguna gdre azs degerini bulalim.

& cozim

an=ar+(n-1)d=as=a;+4-d=12

aiz=a;+12-d = 24 tir.

a,+4d = 12
, —1/a+12d =24
—8d =—12
d="2=2 olur. as=a,+4d=12 = a, +4-5 = 12
a,+6=12
a; =6 dir.

Buna gore dizinin genel terimi a, = 6 +(n — 1)% dir.

asx = a;+28d = a29=6+28-g=6+14-3=6+42=48 olur.

‘. Ornek

5 ile 38 sayilarinin arasina aritmetik dizi olusturacak sekilde 10 terim daha yerlestiriliyor. Olusan

aritmetik dizinin 8. terimini bulalim.

& Coziim
D ey, 38
! 10terim !

a, P

a; =5 ve a» = 38 olur. Buna gore
ap=a;+11-d=>38=5+11d = 33=11d = d = 3 tur.

ag=a;1+7-d=>ag=5+7-3= ag=5+21= ag =26 olur.
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p < n olmak Uzere bir aritmetik dizinin genel terimi a, = a, + (n —p)-d; ortak farki, d =

an
n—

p

_ap

dir.

p < n olmak Uzere
an=ai+(n—-1)-d

ap=ar+(p—-1)d

an—ap=(n—-1-p+1)-d
an—ap=(n—p)-d dir.

an —a
Buradan, d yalniz birakilirsa d = n— pp olur.

‘. Ornek

Bir aritmetik dizinin 8. terimi 12 ve 20. terimi —12 olduguna gére 12. terimini bulalim.

&R Coziim
p=8 ve n=20 olmak Uzere
_an—ap _—12-12
d=7=p d="%0_38
_ =24 —
d= 12 = d=-2 olur.

a12=ag+(12—8)'d = a2 = 12+4-(—2):>a12= 12-8 :>a12=4 olur.

BO

Bir aritmetik dizide her terim kendinden esit uzaklikta bulunan terimlerin aritmetik ortalamasina
esittir.

(an) bir aritmetik dizi ve d ortak fark olsun.
an-1=a;+(n—2)-d ve an1 =as+n-ddir.

Qn1+aAnst ai+(n—2)-d+a;+n-d

2 2

2a;+(2n—-2)d  2-la;+(2n—1)d
== (2 ja_zla (2 )]=a1+(n—1)-d

= a, olup an, an-1 ile an+s in aritmetik ortalamasidir.

= <. ai+ag a» + as as+ar as+as ..
Ornegin; as = 5 - 5 - 2 -~ 3 dir.
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‘. Ornek

Bir aritmetik dizinin 4. terimi 18, 20. terimi —6 olduguna gére 12. terimini bulalim.

&R coziim
a, =18 ve ay =—6 olmak lzere

12 -4 =20-12 =8 oldugundan 4 ve 20. terimler 12. terime esit uzakliktadir. Buna goére

a4+ asx 18+(_6)_ 12

A = > = > = 7 =6 olur.
‘. Ornek

2, a, b, ¢, 50 sonlu dizisi bir aritmetik dizi ise a + b + ¢ toplamini bulalim.

&R coziim
b=2+50 _ ) _ 26
>
a=242rb:>a=2+226=14
C=b+250 :>C=26-£50=38

at+tb+c=26+14+38=78

‘. Ornek

Sonlu bir aritmetik dizide a1s = 12 ve a1 =—24 ise ap + a4 toplamini bulalim.

&R coziim
a5 + aq as+ a1
d=">5 ~7 5

Aistag =az+an
12 +(—24) =ax+au

a>+ays =—12 olur.

15ile 1 ve 2 ile 14 sayisinin 8 sayisina esit uzaklikta olduguna dikkat ediniz.
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@ SONUG

Sonlu bir aritmetik dizide bastan ve sondan esit uzaklikta bulunan terimlerin toplami esittir.

BO

Ortak farki d olan bir aritmetik dizide, ilk n terim toplami S, ile g6sterilsin.

Sh=ai+a+as+...+a
=ar+(ai+d)+(ar+2d)+...+(ar+(n—1)d)

=n-ar+(1+2+3+...+(n—1))d

(n—1)-n
=n-a;+——5——d

2na;+(n—1)nd
- 2

Sn=15-(2a1+(n=1)d)
Sn=15-(ai+ai+(n—1)d)
an

Sn= %(a1 +ay)| dir.

‘. Ornek

Bir aritmetik dizide ilk terim 2 ve ortak fark % olduguna gore bu dizinin ilk 10 teriminin toplamini

bulalim.

82



Sayilar ve Cebir @
‘. Ornek

10 ile 1000 arasinda 9 ile bélinebilen tam sayilarin toplamini bulalim.

& coziim
18, 27, 36, ..., 999 sayilar 9 ile tam bélunur. Bu sayilar ilk terimi 18 ve ortak farki 9 alan bir aritmetik

dizi olusturur.

Buna gore
an _a1

d
_999-18
=9 +1
_ 981
=79 +1

=109 + 1

Terim sayisi = n = 41

=110 bulunur.

S =0 -(ai+a,) = Syo= 112 -(18 +999)
=55.1017

= 55935 olur.

2

‘. Ornek
+n

ilk n teriminin toplami, S, = L 5 olan bir (an) aritmetik dizisi i¢in a4+ as + as toplamini bulalim.

&R coziim
a4+as+a6=a1+a2+a3+a4+a5+as—(a1+a2+a3)
286—83
_(62+6>_(32+3>
N 2 2
_42 12
T2 2
—21-6
— 15
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C- UYGULAYALIM

1. Asagida, ilk terimi ile ortak farki verilen aritmetik dizilerin genel terimlerini bulunuz.

a) ai=5 d= b)a;=—6, d=2

1
T2
c) ai=1, d=5 ¢)a =0, dz—%

2. Asagida, iki terimi verilen aritmetik dizilerin 10. terimini bulunuz.
a) az=4, as=12 b) a; =-6, ar; =30
c) a;=—4, a,=6 ¢) a1 =5, an =25

3. ilk terimi —10 ve ortak farki % olan bir aritmetik dizinin genel terimini bulunuz.

1

4. ik terimi 8 ve ortak farki -7

olan bir aritmetik dizinin genel terimini bulunuz.

5. —10 ve 45 arasina 10 tane say! yerlestirilerek bir aritmetik dizi elde ediliyor. Bu dizinin 8. terimini
bulunuz.

6. 11 ve 38 sayilar arasina 8 tane sayi yerlestirilerek bir aritmetik dizi elde ediliyor. Bu dizinin 5. teri-
mini bulunuz.

7. Bir (a,) aritmetik dizisinde a; =6 ve Vn € Z" igin an.1 = an+4 olduguna gore dizinin ilk 12 terimi-
nin toplamini bulunuz.

8. Bir (an) aritmetik dizisinde as = 3 ve a;; = 18 olduguna gore dizinin ilk 20 teriminin toplamini bulu-
nuz.

9. ik n teriminin toplami, S, = 3n®+ 4n olan bir aritmetik dizinin 2. terimini bulunuz.
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Geometrik Dizi ve Ozellikleri

B3O

Ardisik terimleri arasindaki oran sabit olan dizilere geometrik dizi denir. Sabit orana ise ortak

carpan denir. Buna gére

An+1
an

(an) geometrik dizi ve r € R olmak tizere

Vn e Z igin =r (an#0) ise r € R sayisI bu dizinin ortak ¢carpanidir.

an+1
an

=r ise ant1=an-r
dz = aj -r
dz=dz-r=aj-r
3
as =asz-r=ai-r

an=an-r=a;-r’

(an) geometrik dizisinde, a; e birinci terim, a. ye ikinci terim, ..., a, ye genel terim denir.

Genel terim, a, = a; -r"" "' dir.

‘. Ornek

(an) = (5-2") dizisinin geometrik dizi oldugunu gésterelim.

&R coziim

ag:1 =r olacak sekilde r € R varsa (an.) geometrik dizidir. Buna gore

any _ 5.2 _5.2".2
an 5.2" 5.2"

=2 € R oldugundan (a,) geometrik dizidir.

‘. Ornek

(an) = (%) dizisinin geometrik dizi olup olmadigini gésterelim.

= = = = — € R oldugundan (a,) geometrik dizidir.
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‘. Ornek

ilk terimi 4, ortak carpani 2 olan geometrik dizinin 5. terimini bulalim.

0. Cozim
a; =4 ve r=2 olmak Uzere

an=a;-r" ' = as=a;-r* = as=4.2= as; =64 olur.

‘. Ornek

Bir geometrik dizinin 3. terimi 16 ve 8. terimi % olduguna gore ortak ¢arpanini bulahm.

&R coziim

as=a;-r¥=a; =16
1 taraf tarafa bélindlrse

a8=a1-r7:>a1-r7=§

ai-r’
ai-r’

5
L s S AL :<—> = r=- olur.
1
2

5 32

Y 4

L]
Sierpinski kalburu bir fraktal 6rnegdi olarak 1915’te tasarlanmistir. Sierpinski kalburu, eskenar Uc¢-
gen bigiminde bir siyah ylzey alinarak inga edilir.
ilk adimda, bu licgen dért eskenar licgene ayrilarak ortadaki ticgen kaldirilir.

ikinci adimda, kalan (¢ ticgenin her biri dért eskenar licgene ayrilarak bu ticgenlerin ortalarindaki
Ucgenler kaldirihr.

Ugiincti adimda 9 (icgen kaldirilir. Siire¢ sonsuza kadar devam ederse Sierpinski kalburu elde

edilir.

Baslangic 1. adim 2. adim

Buna goére
+ n. adimda kaldirilan tiggen sayisini verecek bir (a,) geometrik dizisi bulunuz.
+ 10. adimda kaldirilan t¢gen sayisini bulunuz.

+ Baslangictaki ti¢ggenin alanini birimkare olarak kabul edip n. adimda kaldirilan alani verecek bir
(bn) geometrik dizisi bulunuz.

+ 8. adimda kaldirilan alani bulunuz.
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BO

Bir geometrik dizide herhangi bir terimin karesi, kendinden esit uzakliktaki iki terimin carpimina

e§|tt|l’ (an)2 = Qn-p *aAn+p (n > p)

n—1 n+p—1

a,=as-r"" oldugundan a, ,=a:-r" "' ve anp, = as-r olur.

Bu esitlikleri taraf tarafa carpahm.

p—1 n+p—1

An-p-@nsp=aq-r" " cag-r

2 2n-2
Qn-p-8nip=aj I

An-p *An+p = (3.1 'rn—1)2 = (an)2 = Qn-p *An+p (an = ai 'rn—1)

‘. Ornek

Pozitif terimli bir geometrik dizinin 3. terimi 4 ve 9. terimi 25 ise 6. terimini bulalim.

&R coziim

as =4 ve ag =25 oldugunu biliyoruz.

as, Az Ve ag a esit uzakhkta olduguna gére

as=ag-as = as =4-25

as=+v4-25
as = 10 olur.

‘. Ornek

Pozitif terimli bir geometrik dizinin 2. terimi 25 ve 8. terimi 100 olduguna gdre 14. terimini bulahm.

&R Coziim

a> =25 ve ag = 100 oldudunu biliyoruz.

a> ve ais, ag e esit uzakhkta olduguna gére

a82 =az-ais > 1002 =25-as

= 10000 = 25-a14

= a4 = 400 olur.
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(an) geometrik dizisinde 1 < k < n, k € Z" ve ortak ¢arpan r olmak lzere
an=ac-r" “dr.

a,=as-r""' oldugunu biliyoruz.

- k. . - e .
ak=a;-r"" = a; = —— ifadesini, a, = a; -r""" esitliginde yerine yazalim.
r

n—-1 ak

an=a;-r" ' S a, ="
r

a, = a gtk
n = ag -

an=ax-r"* olur.

‘. Ornek

Bir (an) geometrik dizisinde, a; = 10 ve a, = 90 olduguna gore a:> degerini bulalim

&R céziim

9=r"=r=3 olur.
Ao = ag-rs = Q2 = 9033

Ao = 90.27
a2 = 2430 olur.

BO

. S g ao ds as an &
Sonlu bir geometrik dizide, 37 = Tl W (r ortak carpan) oldugundan
ai-an = az-an—1 = as-an-2 = ... yazilabilir.

Yani, sonlu bir geometrik dizide bastan ve sondan ayni uzaklikta olan terimlerin carpimlari esittir.
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‘. Ornek
Bir (an) geometrik dizisinde, a; = 8, as :% ve aio =% ise as degerini bulalim.
& coziim

l-ag = ag = 32 olur.

_ . 1_
as-ass = aio -as oldugundan 8- 5= 8

BO

Ortak ¢arpani r olan bir (an) geometrik dizisinin ilk n teriminin toplami S, olmak tzere;
Sh=ai+a+az+...+an

—ai;+a;-r+as-rf+..+a;-"" ver-Sp=a;-r+a;-rf+..+a;-r""+a;-rise

Sh=aj+aj-r+a;-r+..+a "’

rSh=a;-r+a;-r+..+a;-r"'+a;-r"

Shn—r-Spy=aj—a;-r"
Sn-(1-r)=a;-(1-1")

(7 ="
Sn:% (r=1) dir.

‘. Ornek

Bir (an) geometrik dizisinde, a; = 3 ve ortak ¢carpan r = 2 olduguna gore
a) ilk 4 teriminin toplamini,

b) ilk 8 teriminin toplamini bulalim.

&R coziim
4
a) sn_eh‘1 =8, = 11‘22 ~3.(1-16) =
n 8
b) o . 1-r _a1-2°
)Sn ai 1_r:>88 1 2

Ss =—3-(1—256)
Sg=—3+768

Sg = 765 olur.
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2.1.4. Dizi Problemleri

N
\\;’

Leonardo Fibonacci (Leonardo Fibonaki), Orta Cag’'in en
yetenekli matematikgilerinden biri olarak kabul edilmis ve dizile-
ri kesfetmistir.

italyan matematikci Fibonacci, yazdigi matematik kitapla-
rindan birinde tavsan ciftligi olan bir arkadasiyla ilgili oldugunu
iddia ettigi bir problem sorar:

“Ciftlikteki tavsanlar dogduklar ilk iki ay yavru yapmaz.
Uglinct aydan itibaren her cift, her ay bir cift yavru yapar. Buna

gbre Fibonacci’'nin arkadas! bir tavsanla baslarsa ka¢ ay sonra : .
Leonardo Fibonacci
kag c¢ift tavsani olur?” Bu problemin ¢6zimi sonucunda Fibo- (1170-1250)

nacci say! dizisi olarak bilinen dizinin terimleri ortaya ¢ikar:

1.ay 2.ay 3.ay 4.ay 5. ay
1 1 2 & 5 8 13 21 34 55 89

Bu diziye dikkatli bakildiginda ilk iki sayi hari¢ her sayi kendinden
Onceki iki sayinin toplamina esittir. Ayrica bir sonraki verilen terimin
bir éncekine orani “Altin Oran” adi verilen ve yaklasik degeri 1,618
olan sayy! verir. Bu élgulerdeki nesnelerin ve canlilarin daha estetik
oldugu savunulur. Mimar Sinan’in bir cok eserinde de altin oran gé-
rilmektedir. Stleymaniye, Selimiye Camileri’nin minarelerinde altin
oran vardir.

Ayciceginin merkezinden disari dogru sagdan sola ve soldan
saga dogru taneler sayildiginda cikan sayilar Fibonacci dizisinin
terimleridir.

insan yiizli, cam kozalagi, Pascal licgeni vb. birgok canli ve nes-
nelerde de Fibonacci dizisinin ardisik terimleri mevcuttur.

Tatun yapraklarinin dizilisinde Fibonacci dizisi mevcuttur. Bu se-
kilde tutln bitkisi Gunes’ten gelen 1s131 en iyi sekilde alarak fotosen-

tezi mukemmel bir sekilde gerceklestirir.

Kaynak: Sertéz, S., Matematigin Aydinlik Diinyasi, Tlibitak, Ankara, 2011.
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‘. Ornek

10 yil 6nce yillik 16 000 TL ile ise baslayan bir kisinin Ucreti performansindaki verimlilik gdéz éninde
bulundurularak her yil %4 artmistir. Bu kisinin 10 yil boyunca toplam kag¢ TL Ucret aldigini bulalim.

1.yil: 16 000 TL

. 4 4
2. yil: 16,000 +16 000 755 —16000(1 + 100)
=16 000-(1,04)TL

4

3.yil: 16000-(1,04)+ 16 000-(1,04)- 555
=16000-(1,04)

4.yil: 16 000-(1,04)

n.yil: 16 000.(1,04)""" seklinde modellenebilir. Buna gére

10 yilda toplam: 16 000 + 16 000(1,04)+ 16 000(1,04 + ... + 16000.(1,04)"°""

1—(1,04Y
= 16000 | —— 57~
CJ
ess" ~ 192000 TL Ucret almistir.
808a
888s

@ sons

Sa=1+r+r’+ ... +r"= > r toplami, n biyiirken, r > 1ise sinirsiz olarak biyir. 0 <r < 1ise
k=0
bir gercek sayiya yaklasir. (k = 0 de@eri k degiskeninin yerine yazilan alt sinir, n degeri ise k degis-

keninin yerine yazilan Ust sinirdir.)

10
> semboliine, toplam sembolii denir. Y,2“ ifadesi, 0 <k <10, k € N icin 2 degerlerinin
k=0

toplami demektir.

91



@ Diziler

Oriimcekler bilindigi gibi avlanmak, yumurtalarini birakmak, dis tehlike-
lere karsi korunmak igin ag Uretirler.

Oriimcekler ilk &énce arka kisimlarindan bir ipek lif salarak bunun hava
akimiyla birlikte ugusup bir yere takilmasini bekler. Bu ipek lif képri gore-
vini gbren bir hat olusturur. Bu hat agin iskeletini olusturur. Temel iskeleti
kurduktan sonra her biri merkezde sabitlenmis, merkezden disa dogru teller
olusturmaya baglar.

Sarmal egrilerden olusan bu agi surekli olarak sabit bir oranda genislettiginden ortaya cikan se-
kil, ucan bir bécegin yakalanmasi i¢in kullanilabilecek en mikemmel yapidir. Her bir kademesindeki
ag uzunluklarinin farki birbirine esit olup bu uzunluklar aritmetik dizi olugturmaktadir.

‘. Ornek
Ahmet Usta, komsusundan emanet olarak aldigi merdiveni as = 36
kaza sonucu kiriyor ve bu hatasini telafi etmek istiyor. Bunun as
icin, cok sevdigi komsusunun ahsap merdiveninin yerine daha 2;
saglam bir merdiven yaparak hediye etmek istiyor. a
Ahmet Usta, 9 basamaktan olusan bir merdivenin ilk basama- as

ginin uzunlugu 52 cm ve en Ustteki basamagin uzunlugu 36 cm
olacak bigcimde basamak uzunluklarinin kademe kademe azal-
masini planliyor. Merdiven uzunluklari arasindaki fark esit oldu- az

guna gore aradaki 7 basamagin uzunlugunu bulahm.
ai = 52

YA Cozim
Merdiven uzunluklari arasindaki fark sabit olacagindan bir aritmetik dizi olusur. Buna gére

an=ar+(n—-1)-d=as=a;+(9-1)-d

36=52+8-d
—16 =8d

__16 __

d= 8~ 2 olur

Bu durumda her basamak bir 6ncekinden 2 cm daha kisa olacaktir. Buna gére
a, =50 cm, az =48cm, as=46cm, as=44cm, as = 42cm, ar = 40 cm, ag = 38 cm uzunlu-
gunda olacaktir.

‘. Ornek

Aysin, cocuklarina vatan sevgisini asilamak icin Canakkale Zaferi konulu bir tiyatroya gidiyor. Aysin’in
merakli olan kiguk oglu tiyatro salonundaki koltuklari sikilmadan sayiyor.

Bu tiyatroda ilk sirada 16 oturma yeri ve en son sirada 52 oturma yeri vardir. Her siradaki oturma yeri
bir 6ncekinden 2 fazla olduguna goére bu tiyatroda kag sira oldugunu bulahm.
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& Coziim

Her sirada bir 6ncekinden 2 oturma yeri fazla olduguna gore ortak fark d = 2 dir.
an=ai+(n—-1)-d=52=16+(n—-1)-2
36=2n-2=38=2n= n=19 olur.

Dolayisiyla tiyatroda 19 sira bulunmaktadir.

‘. Ornek

Bir bilim insani, yayillmakta olan bir hastaligi 6nlemek amaciyla bir agi Uzerinde calisiyor. Asida kul-
landi§1 bakteri ¢esidinin sayisi uygun bir ortamda her 30 dakikada bir ikiye katlanmaktadir. Baglangicta
ortamda 100 tane bakteri olduguna gore 4 saat sonra ortamda ka¢ tane bakteri olacagini bulalim.

A Coziim

Her 30 dakikada bir ikiye katlandigina gére bu artisi ortak carpani 2 olan geometrik dizi gibi disu-
nelim.

4 saat icerisinde, 8 yarim saat olduguna gore baslangigtaki bakteri sayisini a; olarak alirsak 4 saat
sonraki bakteri sayisi ao olacaktir.

Buna gére as = a; -r° = ag = 100-2° = 100-256 = 25 600 olur.

‘. Ornek

4 000 nifuslu bir kdyin nifusu yilda ortalama %1 artmaktadir. Buna gére 10 yil sonra kéyln nifusu-
nun yaklasik kag olacagini bulalhm.

YA Cozim
1 yil sonra nifus %1 artacagindan
1 _ LA 101 _ ,
4000 +4 00055 = 4000-(1 + 100) = 4000755 = 4 000-(1,01) olur.
2 yil sonra nlfus yine %1 artacagindan
L] 4000~(1,o1)+4ooo-(1,o1)~L =4000-(1,01) olur.

100
Buna gére 10 yil sonunda kéyiin toplam niifusu, 4 000-(1,01)" =~ 4418 olur.

Her bir kar tanesi altigen yapidadir. Bir kar tanesi bir toz tanesi et-
rafinda olusmaya baslar. Kar tanesinin altigen olmasinin nedeni suyun
molekuler 6zelligidir. Havanin sogumasina bagli olarak kar kristalleri
kollardan geometrik oranda uzamaya baslar.
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‘. Ornek

Mehmet Bey, iki ogluna birer top hediye ediyor. Kiicik oglu oynarken evin balkonundan topu asag!
dusirayor.

54 metre yUkseklikten yere diisen top her yere carptiginda bir dnceki ylksekliginin % U kadar yikse-
liyor. Top 3 kere yere carpip ytkseldiginde dikey olarak ka¢c metre hareket etmigtir?

A Coziim

Topun aldigi toplam dikey yol,

2 2 (99"
Sa=54+54-5.2+54(5) -2
. : \ S :“. o\
= 174 metre hareket etmistir. : B SN 5
igti 54! A b
Ao L
va lo i
' H ' : *‘
il

‘. Ornek

Bir kenarinin uzunlugu 24 cm olan bir eskenar t¢cgenin kenarlarinin orta noktalari birlestirilerek eske-
nar tggenler elde ediliyor. Bu islem 3 kere tekrarlaniyor. Butin t¢genlerin alanlarinin toplamini bulalim.

A Coziim
2V/3
Bir kenari a cm olan eskenar tc¢genin alani 2 cm? dir.
2
1. G¢genin alani 24 4/5 (distaki t¢cgen)
2
2. Gggenin alani 124\/5 V/_A_v
. /AVAN
. : 6°/3 12
3. U¢genin alani 2 v
4. tcgenin alant 3 Y3
- Uggenin alani — on
242/3 122/3  62/3  32/3 (576+144+36+9)V3 765/3
S, = 2 + 2 + 2 + 2 - 2 =2 cm< olur.

____________________________________________________________________________________________

Yandaki karekodu tabletinize okutarak eba.gov.tr adresine baglaniniz. Konuyla
ilgili videoyu izleyiniz.

____________________________________________________________________________________________
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C- UYGULAYALIM

1. Asagida verilenlerden hangileri bir geometrik dizinin genel terimi olabilir?
a) a,=4" b) b,=2"-1 c) ¢c,=2-3"
¢) di=(-2)+2 d) k,=2.5""

10.

11.

Asagidaki tabloda ilk terimi ve ortak carpani verilen geometrik dizilerin genel terimlerini bularak
uygun yerlere yaziniz?
Genel terim
ar=2, r=2 an =
_1
ar=38, r= >
__1
a=—2, r= >
__1
a; =4, r= >

Asagida iki terimi verilen geometrik dizilerin 10. terimlerini bulunuz.

a) a=2, a; =8

b) as;= % as = 11_6

c) ar= % as=4

Bir (an) geometrik dizisinde ag = 5 ve a11 = 45 olduguna gére azo kagtir?

Bir (an) geometrik dizisinde as = % ve app = é ise ortak carpani bulunuz.

21—7, X, Y, z, 3, sayilari bir geometrik dizinin ardisik alti terimi ise x-y-z-t kagtir?

Ortak ¢arpani 2 ve besinci terimi 32 olan bir geometrik dizinin ilk 10 teriminin toplamini bulunuz.

10 yil dnce yilda 5000 TL ile ise giren bir kisinin tcreti her yil %10 artmistir. Bu kisinin 10 yil boyun-
ca aldigi toplam Ucreti bulunuz.

27 metre yukseklikten birakilan bir top yere her degdiginde bir dnceki ylksekliginin % U kadar yuk-
seliyor. Top 5 kere yere carpip yikseldiginde ka¢ metre yol almistir?

Bir bakteri ¢esidinin nifusu uygun bir ortamda her 30 dakikada bir ikiye katlanmaktadir. Baslangicta
ortamda 400 bakteri olduguna gére 4 saat sonra ortamda kag¢ bakteri olur?

Arkadasindan aldigi 3720 TL borcu birinci ay 200 TL, ikinci ay 220 TL, t¢tnci ay 240 TL gibi

artirarak ddemeyi planlayan bir kisinin borcunun bitmesi ka¢ ay surer?
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— 2. UNITE DEGERLENDIRME SORULARI

1. Asagidakilerden hangisi bir reel say dizisi degildir?

(n+2) (=1 -
A)<n21+1> B)(Iog(:IU) C)<n+)1> D)(%> E)<:—§>

2. (an)= (gi N ?,) dizisinin sabit dizi olabilmesi igin a kac olmalidir?

1 3 5 5
A) -5 B) —¢ C) 13 D) <5 E) 1

3. Birdizinin genel terimi a, = 6-n, an-1 dir. a; = 2 olduguna goére as kagtir?

n
2 3 2 3
A) 1 B) 3 C) 2 D) 5 E) 5
4. (an)= <2n: 8) dizisinin kag tane terimi tam sayidir?
A) 1 B) 2 C)3 D) 4 E)8

5. Bir (an) dizisinde, Vn € Z" igin an+1 = a,+2 ve a, = 8 olduguna gore a, kagtir?

A) 12 B) 16 C) 20 D) 24 E) 30

6. Bir aritmetik dizinin 8. terimi a olduguna gére 1. ve 15. terimlerin toplami nedir?

A) B) C)a D) 2a E) 4a

N

a
4
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10.

11

12.

13.

. Genel terimi a, =

. Bir dizinin genel terimi a, =

Sayilar ve Cebir @

2 n € Z" olan dizinin ilk 7 teriminin toplami kagtir?

(n+1)-(n+3)

3 12 28
A)O B) & 02 D) 32 g) 28

8%” -an-1 dir. a; = 1olduguna gére as kactir?

A) 1 B) % C) % D) & E) 5!

. Bir (an) aritmetik dizisinde, as = 12 ve ass = 32 olduguna gore a. kagtir?

A) 8 B) 10 C) 12 D) 14 E) 16

Bir aritmetik dizinin ilk n teriminin toplami, S, = n®— 2n olduguna gére dizinin 4. terimi kactir?

A) 2 B) 4 C)5 D)8 E) 10

. Bir (an) geometrik dizisinde, a> = 2 ve as = 32 olduguna gore a4 kactir?

A) 8 B) 12 C) 16 D) 18 E) 20

Bir geometrik dizinin 1. terimi g 2. terimi 3 olduguna gore 6. terimi kagtir?

A) 24 B) 28 C) 32 D) 48 E) 52

Bir geometrik dizinin ardisik g terimi sirasiyla, x — 2, x+ 1, x+5 olduguna gére x kactir?

A) 10 B) 11 C)12 D) 13 E) 14
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14. Yaslarinin toplami 48 olan 4 kardesin yaslari bir aritmetik dizi olusturmaktadir. En kiigiik kardes 6
yasinda olduguna goére en buyuk kardes kac yasindadir?

A) 10 B) 12 C) 18 D) 20 E) 24

15. Genel terimi a, olan dizide, a; = 1 ve an.1 = n°-a, oldujuna gére a, kagtir?

A) 12 B) 16 C) 24 D) 36 E) 48

16. (an) = (32n ) dizisi veriliyor.

n—1

. a
Buna gore a_; orani kactir?

1 2 3 2
A1 B) 3 C) 3 D) 10 E) 57
- 4n+a . o o .
17. Genel terimi a, = 5+n olan dizi sabit dizi olduguna gére a kagtir?
A) 20 B) 16 C) 12 D) 10 E) 8

18. (an) = (% X1, X2, e Xe, %) sekiz terimden olusan aritmetik dizide X2 + X3 + X4 + X5 toplami kagtir?

A) 10 B) 15 C)20 D) 30 E) 40

5", ncift saylise
19. Genel terimi a, = olan dizi veriliyor.
2" ntek saylise
a; +a. toplami kactir?

A) 15 B) 24 C) 27 D) 30 E) 35
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3.1. TOPLAM - FARK VE iKi KAT ACl FORMULLERI

3.1.1. iki Acinin Olgiileri Toplaminin ve Farkinin Trigonometrik Degeri

B3O

a ve 0 iki aci olmak lGzere
I. cos(a—0)=cosa-cos0+sina-sin6 Il. cos(a+6)=cosa-cost—sina-sind

ll. sin(a—6)=sina-cos®—cosa-sin6 IV. sin(a+6)=sina-cosf+cosa-sinf dir.

@ ispat |

Birim cemberde,

AY
m(K/O\A) =a ve m(l_/O\A) = 6 oldugundan
m(KOL) = a - 0 dir. K(cosa, sina)
. _ — L(cos6,sin0)
KOL na esit olan MOA cizilirse M(cos(a - 0), sin(a - 0))
m(“EA) =qa—0 olur. o 6 A(1,0) > X
m(KOA) = a ise K(cosa,sina)
m(@): 0 ise L(cos6, sin0)
m(M/O\A) =a—0 ise M(cos(a—10), sin(a—0))

m(K/O\L) = m(IVI/O\A) ise |KL|=|MA| dir. iki nokta arasindaki uzaklik formulii kullanilirsa

|KL|=/(cosa—cos0)+(sina—sin0)
|KL = cos®a —2cos a-cos 0 + cos0 + sin®a — 2sina -sin 0 + sin®0
= cos®a + sina + cos?0 + sin®0 — 2cosacos O — 2sinasin O

1 1
|KLF =2-2(cosacosf+sina-sinf)...(1)

IMA|=/(cos(a—0)—1F+(sin(a—0)—0F
IMA P =cos®(a—0)—2cos(a—0)+1+sin’(a—0)
IMA P =cos®(a—0)+sin*(a—0)+1—2cos(a—0)

X
IMAF =2-2cos(a—-10)...(2)

(1) ve (2) deki denklemler esitlenirse

2—2cos(a—0)=2-2(cosa-cosf+sina-sinf) ise cos(a—0) = cosa.cosf + sina.sinf
olur.
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N

(@ ispat Il

cos(a+0)=cos(a—(-0))

= cosa-cos(—0)+sina-sin(—0) (I esitliginden)
cos0 —sin0

cos(a+6)=cosa-cos —sina-sinf

(@ ispat I

sin(a—0) = cos

|
—~
Q
|
D>
~
S~

Il

(o)

o

(/2]
(ST S IE

—a+6>

—a)+e)
—oc)~cose—sin(£—

2
—_—
sina cosa

sin(a—0) = sina-cos® —cosa-sinf

(@ ispat IV

sin(a+0)=sin(a—(-0))

Il
o
o
»

Il
(@]
o]
w

—
S

ST

a) .sin0 (Il esitliginden)

= sina-cos(—0)—cosa-sin(—0) (Il esitliginden)
cosf —sin0

sin(a+0)=sina-cosf+cosa-sinfd

‘. Ornek

cos 105°nin degerini bulahm.

&R coziim

cos(105°) = cos(60° + 45°)

c0s 60°-cos45° —sin60°-sin45°

J2 /3 /2 J2-V6
2 2

T2 4

n|—=
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p- @ Trigonometri

sin25°-cos 35° + sin 35°-cos 25° ifadesinin degerini bulalim.

Q. Coziim

sin25°-cos 35° + sin 35°-cos 25° = sin(25° + 35°) = sin60° = —~

‘. Ornek

/3
2

sin 15°nin degerini bulalim.

Q. Coziim

sin 15° = sin(45° — 30°) = sin45°-cos 30° — cos 45°- sin 30° =

‘. Ornek

sin46°-cos 16° — cos 46°

V2
=

NPy

-sin16°

cos 32°-cos 13° — sin 32°

&R Coziim

sin46°-cos 16° — cos 46°

Sin13° ifadesinin degerini bulahm.

. 1
-sin16° _ sin(46°—16°) gingoe 2 /2

cos 32°-cos 13° — sin 32°

&)

Tabloda verilen ifadelerin

-sin13°  cos(32°+13°) cos45° V2 -2
2

her birinin degerini 6érnekteki gibi bulunuz.

sin105°

cos15°

sin135°

cos135°

sin210°

cos210°

sin120° si

n(90° + 30°) = sin 90°-cos 30° + cos 90°-sin 30° =

/3

1.2+ 0.

2

1
2

/3
2

cos120°
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‘. Ornek

Yandaki sekilde ABCD kare,
cos a degerini bulahm?

&R cozim
|DE|=|AE |=|AF|=|BF|=k, (k € Z*) alinirsa
|CD|=|BC|=2k ve |[EC|=|CF|=+5k olur.
m(D/C\E)zx ve m(F/C\B)zonsun.
X+a+y=90°ise a=90°—(x+y) olur.
cosa = cos(90° —(x+Y))

=sin(x+y)
k 2k 2k

= sinX- CcoSy + CosX- siny =

‘. Ornek
V/3-.c0s20°—sin20° . . .
Sin220° isleminin sonucunu bulalim.
&R Cozim
V3 =tan60° = ;')r;%%o yazalim.
sin 60° o o o
/3.c0820° —sin20° _ cos60° C0S20° ~sin20
sin220° - sin220°
sin60°- cos 20° — sin 20°- cos 60°
_ cos 60°
- sin220°

sin(60° - 20°) oo e
~ cos60°(—sin40°) (sin =-sin40%)

—_SIN40"__ 54,

1 . o
2-S|n40
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a, B herhangi iki agi ve oz;t%, 6:&% olsun.
tana + tan 0 tana —tan 6
. + - .~ . — =
l. tan(a+0) 1—tana-tan® Il. tan(a —0) 1+tana-tan®
cota-cotf — 1 cota-cot + 1

. + - —~ . — ESEES
. cot(a+0) cota + cot0 V. cot(a—0) cotf —cota
ispat |

_sin(a+0)  sina-cosf+cosa-sinb
tan(a+0) = = : .
cos(a+0) cosa-cosb —sina-sin®

ifadenin pay ve paydasini cosa- cos 0 ya bélelim.

sina- cos O+ cosa-sin®
_ cosa- cos b

cosa-cosf—sina-sin®

cosa- cosf

sina-cosf  cosa-sin® sina .~ sin®
_ cosa-cos® ' cosa-cosf _ C0Sx ' cos - _fanattan® o0

cosa-cosf _ sina-sinf . sina sino 1~ tana-tand

cosa-cosf cosa-cosHf COSa cosf
ispat Il

—tan®
—t—
tana+tan(—0)  tana—tan0

tan(a —0) =tan(a +(=0)) = 1-tanc.(tan(=6))  1+tanae-tan

—tan0

ispat IlI
_ 1 _ 1 _1—tana.tan®
COt(a+e)_tan(a+e)_ tana +tanf® =~ tana+tanf
1—tana-tan0
§_ 1 1 cota-cotf—1
_ cota'cote= cote~cot0 _ Ccota-cot0 — 1
1 n 1 cota + cot0 cota + cot0
cota ' cot0 cote~cot0
ispat IV
cota-cot(—=0)—1 _cota.cotO—1 cota-cotf+ 1
— = +(— = = =
cot(c - 6) = cot(a +(-0)) cota + cot(—0) cota —cotf cot0 — cota
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‘. Ornek

cot 15°nin deg@erini bulahm.

Q. Cozim
cot15° = tan75° = tan(30° + 45°)
__tan30° +tan45°
" 1—-tan30°-tan45°
V3

31 /313 (3+V3)(3+v3)
;Y3 , 3-V38 (3-v3)-(3+/3)

5
9+6V/3+3 124643
- 9-3 6
=2+/3

‘. Ornek

sin(x - %) =4. cos(x - %) olduguna gbre tanx degerini bulalim.

&R Coziim
sin(x—ﬂ)
. T\ T 4
S|n<x—z>—4-cos<x—4>:>COS<X_£>—4
4
tan(x—%>=4
tanx—tan%
—TC=4
1+tanx~tanz
tanx—-1_ . _ _
m—4 ise 4+4tanx =tanx—1
3tanx =—5
tanx=—§
3
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‘. Ornek

Yandaki ABC tiggeninde, [AD] L [BC], A
|AD |=5br, |BD|=2br, |CD|=4br oldujuna gére
cot(E’;A\C) degerini bulalim.
5
-]
B 2 D

&R coziim
cot(E:A\C) =cot(a+0)

1

=tan(oz+6)
_ 1 _ 1 _ 1
tana +tan 0 2.4 6
1—tana-tan0 5 5 5
124 17
5 5 25
_ 1 _17
=30 " 30 B 2
17

‘. Ornek

arctan:R — (—% %) arccot:R — (0, ), arctan3 + arccot% ifadesinin esitini bulahm.

&R coziim
arctan3 =x<tanx =3

1 1. 1
arccot2 =y &coty = 5 Ise tany = Coty — 2 olur.

arctan 3 + arc cot% =a olsun.

tan <arctan 3+ arccot%) =tana

tana =tan(x +vy)
tanx +tany 3+2 5 1

“q1—tanx-tany 1-3.2 -5

tana=—-1ise a= %Tn oldugundan arctan3 + arccot% = % olur.
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iki Kat Aci Formiilleri

BO

Yandaki birim cemberde

‘AB| =|DA|:> 2cosf _ sin20
|BC| |AC| 2 2sinf

= |sin20 = 25sin0- cos 0|

AY
A(cos20, sin20)

ABC ~ DAC =

|AB’_’DB| 2cosf 14 cos20 B:'.‘ i © o ,"IC

|BC|_|BA|:> 2 2cosf

ABC ~ DBA =

= |cos20 = 2cos?0 — 1|

=2.(1-sin’0)—1
(sin®0 + cos®0 = 1 ise cos’0 =1 —sin®0)
=2-2sin0 -1

lcos20 = 1 —2sin6)

‘. Ornek

sin20 = 2sin0-cos 0 oldugunu iki agcinin dlgileri toplamindan yararlanarak bulalim.

&R Coziim
sin20 =sin(0+0)

=3sinf-cosO+cosO-sinf =sinf-cosb+sinf-cosh =2sind-cosb

‘. Ornek
80 itadesinin esitini bulalim.
Q. Coziim
sin80° _ 2-sin40° -cos 40°
sin40° sin40°
= 2.co0s40°
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‘. Ornek

c0s20°- cos40°- cos 80° ifadesinin de@erini bulalim.

Q. Co6ziim
€c0s20°- cos40°- cos80° = 2:: 280 - c0s20°- cos40°- cos 80°
sin40°
_ 1, 2:sin20° o 0 o
=5 sin20° -c0s20°-cos40°-cos 80
_ 1 sin40°-cos40°-cos 80°
T2 sin20°
sing80°
_1 1 2-sin40°- cos40°- cos 80°
22 sin20°
_ 1 sin80°- cos80°
4 sin20°
sin160°
_1 1 2-sin80°- cos80°
T4 2 sin20°
_1 sin160° _ 1 sin20° _ 1
8 sin20° 8 sin20° 8
‘. Ornek
COSX = % ise cos2x degerini bulalim.
&R Coziim
2
cos2x = 2cos’x — 1 = 2(%) -1= %— 1 =—%
‘. Ornek
sin3x cos3x . - -
sinx _ CoSX ifadesini en sade bicimde yazalim.
Q. Cozum
sin3x cos3x _ sin3x- cosx — cos 3X- SinX
sinx ~ COSX ™ sinx- cosx
(CosXx) (sinx) _
sin(3x —x) sin2x___ 2-sinx-cosx _

sinx- cosx  sinX-cosXx  sinx-cosx
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K
‘. Ornek

tanx = 2 ise cos2x degerini bulahm.

Q. Cozim
tanx = 2 sartina uygun dik tG¢gen cizelim. A
Dik tGi¢gene gore

. 2 2J/5
SiInX = :T

COsSX =

5l 5

= g olur. V5 2

cos2x = 1 —2sin®x

‘. Ornek

cos 2x = cos’x — sin’x oldugunu gdsterelim.

Q. Coziim

COS 2X = COS(X + X)
= COSX-COSX — SinX-sinx

= cos®x — sin®x

‘. Ornek

cos*15° —sin*15° ifadesinin degerini bulalim.

&R céziim
cos*15° —sin* 15° = (cos® 15° + sin®15°) - (cos® 15° — sin®15°)
=1.(cos®15° —sin®15°)

= cos(2-15°) (cos2x = cos’x — sin®x)

]

= c0s30° = 5
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‘. Ornek
Yandaki ABCD dikddrtgeninde [DC] kenari 4 es parcaya, [BC]
AB
kenar 3 es parcaya ayriimistir. ’B—C = % olduguna goére cos 26
degerini bulalim.
&R Coziim
m(D/A\F) =X
m(Igl?B) =y olsun.
Xx+y+0=090°
0 =90°—(x+y)
sin® = sin(90° — (x +v))
=cos(x+Y)
= COSX- COSY —sinX- siny cos20 = 1 — 2sin20
= 3 . 4 —_ 1 . 2 \/E
J10 2/5 V10 2/5 21—2'<7
__10 __10 _v2 2
2/50 10v2 2 4

BO

tan20 = tan(0 +0) cot20 = cot(0 +0)
_ _tanf+tanb _ cotf-cotf —1
1—tan0-tan0 cotf + cotf
__2tan0 _ cot’f—1
1—tan’0 "~ 2cot
5 _ 2tan® _ cot’0 — 1
oldugundan tan20 = R ve cot20 = T oooll dir.

D1F 1 1

V10

=1-2.—-=1-1=0 bulunur.

‘. Ornek

tanx=1

> ise tan2x degerini bulahm.

&R Coziim

‘ —_

2tanx 2

1 _tan®x 1_(

tan2x =

|\)|_L N
—
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C:- UYGULAYALIM

1.

tan 75°nin degerini bulunuz.

Asagidaki islemlerin sonuclarini bulunuz.
a) sin29°-cos61°+c0s29°- sin61

b) cos41°.cos49° —sin41°. sin49°

c) tan10° + tan 35°
1 —tan10°- tan35°

) _1an33° +tan12°
¢) 1" tan33°-tani2°

Sekildeki ABCD dik dértgeninde E & [CD],

DE|=|EC

|DC|=2|BC|, m(C/PFE) = a olduguna gére tana nin

degerini bulunuz.

sin 3x N c0s 3X
sinx COS X

=1 olduguna gére cos’x kactir?

sindg® _ cos48® isleminin sonucunu bulunuz
sin16° cos16° ? ’

sin18° =t olduguna gbre cos36°nin t turinden yaziligini bulunuz.

c0s20° — /3 .sin20°
cos 80°

isleminin sonucunu bulunuz.

cos<2arc cot%) ifadesinin degerini bulunuz.

sin(a+b)+sin(a—b)
cos(a+b)+cos(a—Db)

ifadesini en sade bicimde yaziniz.
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3.2. TRIGONOMETRIK DENKLEMLER

B3O

igerisinde trigonometrik fonksiyon bulunduran ve bilinmeyeni trigonometrik fonksiyonun degiskeni
olan denklemlere trigonometrik denklem denir.

3.2.1. Trigonometrik Denklemlerin C6ziim Kiimeleri

sinx =a Denkleminin C6ziim Kiimesi

BO

Yandaki birim cemberde a € R ve —1<a<1 sinls ekseni
AY
olmak Uzere

sinf = a ise sin(0+k-2n) = a, B
P/ a\

T

sin[(t—0)+k2r]=a k& Z dir.
-0 L :

O halde, 0 <0 < 27 olmak lUzere 9 50 \ kosinds %kfe”'
sinx =a ve sinf =a ise sinx =sin0, A o A
x=0+k-2r veya x =(m—0)+k-2x dir.
Buna gobre; sinx = a denkleminin ¢6zim kimesi,
C={xx=0+k-2t V x=(n-0)+k-2r, k € Z} B’

olur.

‘. Ornek

sinx =7 denkleminin ¢6zim kimesini bulalim.

&R coziim
n

Sintsu % ye esit olan, [0, 2x] araligindaki reel sayilar 6 Ve n—% dir.

Bu durumda, k € Z olmak lzere

%+ k-2n ve m— % + k-2 sayilarinin da sintsu % olacagindan ¢6zim kimesi,
Q={x: X=%+k-27t vV X=%+k-27t, k e Z} olur.
‘. Ornek
sinx = % denkleminin ¢6zim kimesini bulalim.
Q. Coziim
sinx=§ = x=% ve X = n—%=2?n oldugundan

G={x:x=%+k-2n V x:%t+k-2ﬂ:, keZ}
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‘. Ornek

sin’x —3sinx +2 = 0 denkleminin 0 < x < 27 arali§indaki ¢6zimini bulalim.

Q. Coziim

sin®x—3sinx+2 =0 = (sinx—2)-(sinx—1)=0

sinx—2=0 Vsinx—1=0=sinx=2 V sinx =1
—1 < sinx £ 1 oldugundan sinx = 2 olamaz. Dolayisiyla sinx = 1 dir.

sinx=1=sin> ise X = ~ veya X =1 —% oldugundan G = {%} olur.

2 2

cosx =a Denkleminin C6ziim Kiimesi

BO

Yandaki birim cemberde a € R ve —1<a<1 Sinu‘cﬁ,kseni

olmak lizere B
cos0 =a ise cos(0+k-2n)=a ve £
cos(—0+k-2n)=adir.
O halde, 0 < 0 < 27 olmak lzere 6 |a | kosinds ekser;ix
cosx=a ve cosf) =a ise cosx =cosf dir. N OI? A
x=0+k-2r VvV x=—0+k-27 oldugundan
cosx = a denkleminin R deki ¢6zim kiimesi, B’/P,
C={xx=06+k2r VvV x=-0+k-2r, k € Z} dir.

‘. Ornek
COSX = ? denkleminin ¢6zim kiimesini bulalim.
Q. Coézum
Kosinusu % ye esit olan degerler % ve —% dir.
.. T TC . . x/§ .
Ayrica, k € Z olmak lizere §+ k-2m ve _€+ k-27 sayilarinin da kosinusleri - ve esittir.
Dolayisiyla denklemin ¢oziim kiimesi, G = {x: X=£+k2m V x=—gtk2r k€ Z} olur.
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‘. Ornek

CoSX =% denkleminin ¢6zum kiimesini bulalim.

&R coziim
COSX = % esitligini saglayan ve [0, 2x) araliginda bulunan degerlerden biri a = % oldugundan

r

3 3

(;z{x:x=£+k-27t V X=—

&)

ko k € Z} olur.

Asagidaki tabloda bos birakilan alanlari doldurunuz.

Denklem C6zim kimesi Denklem C6zUm kumesi
sinx =0 cosx =0
sinx =1 cosx =1

iy 1 _1
sinx = > COSX = >
sinx = Q COSX = Q

T2 T2
sinx = @ COSX = @
T2 T2

i 1 COS X _
SinX :_E )
sinx ——Q COS X ——Q

-2 2
sinx ——ﬁ COS X ——ﬁ

) -2
sinx =—1 cosx =—1
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‘. Ornek

Bir is yerinde kullanilan elektrik akimi ve bu akimla baglantili potansiyel fark sintus fonksiyonu ile
modellenmigtir. V: potansiyel fark ve t: zaman (sn.) olmak Uzere kullanilan elektrigin potansiyel fark
denklemi zamana bagli olarak asagidaki gibidir.

V(t) = 120sin(2407t)

Buna gdre akim gecmeye basladiktan ka¢ saniye sonra potansiyel farkin 120V olacagini bulalim.

YA Coziim
Denklemde V yerine 120 yazalim.
V(t)=120sin(2407t) = 120sin(240xt) = 120
sin(240xt) =1

1 1

=K . =  —
2407tt—2+k 2t =t 480+k 120

k=0icint= ‘11% saniye sonra potansiyel fark 120V olur.

‘. Ornek

Cos 2X =—% denkleminin [0, 2r) araligindaki ¢dztim kiimesini bulalim.

A Coziim

Birim cember Uzerinde, kosinusu —% olan acilar %t ve —%T oldugundan
k € Z olmak tzere

21 21

2X=?+k-27t\/2xz—?+k-27t
X=%+k~7t x=—%+k-nolur.
k=0iginx=5+07=7, Xx=-g+0m=—7
k=1iginx=%+1-n:477t, X:_gﬂn:%n
k=2ignx="2+2n="", x=—F+27="0

w
w
w
|
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‘. Ornek

2cos’2x—1 =0 denkleminin ¢dziim kiimesini [0, 7) araliginda bulalim.

& Cozim

2cos®2x —1=0= cos4x =0 olur. Buradan,

4x =5 +2kn V 4x=—75 +2kn, k € Z
- T —_ T T
:>x—8+k2 V X = 8+k2, k € Z olur.
-0 ici I —_r
k—0|g>|nX—8 VX 8
—1icin x= &4 _o5T __r T_31
k=1 icin x-8+2— 8 Vo x= 8+2_ 3
—oicin x= L4291 __ T, _In
k=2 icin x-8+77:— ) Vo x= 8+7T— 8 olur.
Denkleminin [0, ) araligindaki ¢6zimu, G = {% 3—; 5—; 7—;} olur.
tanx = a Denkleminin Céziim Kiimesi
Yanda verilmig olan birim gemberi inceleyelim. siniis ekseni
P ve P’ noktalarina eslenen sayilari 6 +k-m 1Y tanjant ekseni
seklinde ifade edebiliriz. a € R olmak Uzere B
x=0+k-mise tan(0+k-n)=a, k € Z dir. T(1,2)
k=0 icin, tanf=a
¢ A 7”'9[ 0 kosinus ekseni-
k=1 icin, tan(6+n)=a o A(1,0) =X
k=2 icgin, tan(0+2n)=a
P/
k=3 icin, tan(0+3n)=a
B!

k=kicin, tan(6+k-7)=adr.

Bunagére 0<6 < ve 0 ¢% olmak Gzere

tanx =a ve tanf =a ise tanx =tan0 ve x=0+k-t,k € Z dir.
Sonug olarak, tanx = a denkleminin R deki ¢6zim kiimesi,

C={xxx=0+k-m, k € Z} olur.
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‘. Ornek
tanx = 1 denkleminin ¢6zim kimesini bulalim.
&R Coziim
Once tanjanti 1 olan 0 < 0 < & aralijinda olup AY
0 ¢g olan agilarin élgulerini bulalim.
PAT
T T
tanz—1é6—4tur. £
4 >
O hélde tanx = 1 denkleminin R deki ¢6zim ku- A(1,0)
mesi,
T P’
¢ ={x: X=Z+k-7'c, k e Z} dir.
‘. Ornek
Bir yolcu ucag! kendi dik izdiisiim noktasindan 400+/3 m ‘ 3
uzakliktaki bir noktayi hedefleyerek inise gegiyor. Ugagin yer- ) - ~|Ai
den yuksekligi | AC | = 400m olduguna gére hedeflenen nokta- PPt i 1400 m
ya inmesi i¢in ugak zeminle kag¢ derecelik aci yapmalidir? -y 400+/3m :—|
B C
&R Coziim

V3

A 400 1
AC|=400m ve |[BC|=400+3 m olduguna gbére tanf = ——=tanf = =—=—
|AC| |BC guna g BC|~ 400/3 /3 3

tan @ = g denkleminin R deki ¢ozim kimesi, C = {x:x = S+kem ke Z} dir.

k=0 igin x=%+0-n=%:>x=6=30°olur.

cotx = a Denkleminin C6ziim Kiimesi

BO

Yandaki birim gemberde 6 € R, 0 <0 <n, k € Z Smus‘\e;,ksem

olmak tizere P veya P’ noktalarina eslenen sayilar, B kotanjant ekseni

6 + k-7 seklinde ifade edilebilir. K1)
Buna gére 0 < 6 < w ve a € R olmak lzere 40
cotx =a ve cotl = a ise A ( 86 Xosinl']s okseni ,

cotx = cot ve x = 0+k-x dir.
cotx =a denkleminin R deki ¢6zim kimesi, P’
C={x:x=0+k-x, k € Z} dir. B’
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‘. Ornek

cotx = 0 denkleminin ¢6zim kiimesini bulalim.

Q. Coziim

Once kotanjanti sifirolan, 0 < 0 < = (0 € R) araligindaki agilarin élgtlerini bulalim.

cot% =0=0 =g olur. R deki ¢6ziim kiimesi, C = {x: x==

5k ke Z} dir.
‘. Ornek

cotx = cot% denkleminin ¢6zim kimesini bulalim.

Q. Co6zim
147 2n o 141 2n\_ _.2¢n 2n i
3 =47+ 3 oldugundan cot—3 —cot<4rc+ 3 )—cot 3 olur. ( 5 esas oIgu)
Buna gore cotx = cot% = cotx = cotz—cf:> X = %+ kem, k€ Z

(;,z{x:x=2—7t

3 +k-m, k € Z} dir.

sinf(x) =sing(x) ise f(x)=g(x)+k-2nr V f(x)=mn—g(x)+k-2m,

cos f(x) = cosg(x) ise f(x)=g(x)+k-2n V f(x)=—g(x)+k-27,

tanf(x)=tang(x) ise f(x)=g(x)+k-m, cotf(x)=cotg(x) ise f(x)=g(x)+k-m olur. (k € Z)

‘. Ornek

sin3x = sin(% - x) denkleminin ¢6zim kiimesini bulalim.

&R Coziim

_ T _ _ (T _ _T _om
3x-6 X+2kr V 3x=1= (6 X>+2k7E:>4X—6+2k7'C\/2X—

?+2k7't
_ Tkt _ o i
x-24+ > V Xx= 12+k7t, k € Z dir.
Buna gore ¢6zim kUmesi,Q:{x:x=2—71+% \% x:?—g+krc, k e Z} olur.
‘. Ornek

tan<3x + %) =tan (% - x) denkleminin ¢6zim kimesini bulalim.
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&R cozim
T_T_ ) =T Tk
3x+3—6 X+kw, kEZ = 3x+x 3+6+k7't
(@)
__ 2t ®
4x = 6+6+k7t
4x=—g ke

___ T T __T s
X = 6-4+k 4:>x 24+k 2 bulunur.

5 =T k. &
Buna goére g_{x.x— 24+k 4,kEZ}qur.

‘. Ornek

cosx + sinx = 1 denkleminin ¢6ziim kiimesini bulalim.

&R Coziim

cosx+sinx=1=1.cosx+sinx =1

tanﬂ-cosx+sinx =1 <tan£= 1)

4 4
sin%
-.cosx+sinx =1
cos 4
. T
sm4 -COS X sinx 1
S ]
cosz - 7[
(w5) (os5)
sinT.cosx sinx-cos~  cos-—~
4 N 4 4
cos ™ cos ™ - cos ™
4 4 4

. T . s T . (T s . [T . T
S|nz-cosx+smx-cosz=cos— = sm<—+x>=cos—:> Sln<—+X>= sin=- olur.

4 4 4 4 4
Bu durumda
T _T . _r_T . = k.
Z+x—4+k27t=>X 2 4+k27r=>x k-2r, k € Z
LS (o . =TT k.
4+X—<TC 4>+k27r=>x 4+Tc 4+k27t
__ 2t T .
X = 4+1+k27t
2
__£en  Aan .
X = 4+4+k27t
2n b

X :T+k.2n > XxX=5 + k-2, k € Z olur.Buna goére

(;={x:x=k-27r Vox=Z4keam ke Z}dir.
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‘. Ornek

tanx-tan3x = 1 denkleminin ¢bzim kimesini bulalim.

A Cozim
tanx.tan3x = 1= tanx = = tanx = cot3x olur.
tan 3x
cot3x = tan(% - 3x> oldugundan
tanx=tan<%—3x>:>x=%—3x+k7r
_T _T T i

4x-2+k7t:>x—8+k e k € Zdir.

C :{x: X Z%-i-k-%, k e Z} olur.

a, b, c € R—{0} olmak lzere a-sinx+b-cosx =c seklindeki denklemlerin ¢dzim kiimesini
bulmak icin ifadenin iki tarafi sinx in katsayisi olan a reel sayisina bélinerek daha énceden ¢6zim
kimesini bulmayi 63rendigimiz denklem haline getirilir.

. a-sinx b-cosx ¢
a-sinx+b-cosx=c=> a T a3 =a
. b C <b sin9>
SinX+ 4 -CoSX = — =tanb =
a a a cos 0
. sin 0 c
sinx + -COSX = ~
cos 6 a
sinx-cos0 +sin0-cosx _ ¢ cos0
cosf a cosf

. . C
sinx-cos 0 + sin0-cosx = E-cose

sin(x+0) =%-cose

Bu islemden sonra elde ettigimiz denklemin ¢c6zim kiimesinden yararlanarak a-sinx +b-cosx =c¢
denkleminin ¢6zim kimesi bulunur.
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‘. Ornek

sin2x —v'3 cos2x = 1 denkleminin ¢éziim kiimesini bulalim.

Q. Coziim
. . - _ sin60°
Verilen denklemde v'3 yerine tan60° = oS 60° yazarsak
sin2x —+v3cos2x =1 = sin2x — sin 60 cos2x =1
cos 60°

sin2x- cos 60° — sin60°- cos2x
cos60° -

sin(2x — 60°) = cos 60°

1

sin(2x — 60°) = sin 30° olur. Bu durumda
2x —60° = 30° + k-360° VvV 2x —60° = 180° — 30° + k-360°
2x = 90° + k-360° VvV 2x =210°+ k-360°
x=45°+k-180° vV x=105°+k-180°
olacagindan denklemin ¢c6zum kimesi,

C={x:x=45°+k-180° V x =105°+k-180° k € Z} olur.

‘. Ornek

cos 2x + 3sinx =—1 denkleminin [0, 2| araligindaki ¢c6zimunl bulalim.

&R Coziim

cos2x +3sinx =—1 (cos2x = 1—2sin?x)
1—2sin®x + 3sinx =—1
—2sin®x +3sinx+2=0
2sin®x—3sinx—2=0 (sinx =talalim)

22 -3t—2=0

1

(2t+1)(t-2)=0=t=-5, t=2

E—ﬁn} olur
6’ '

—sinx —— 1 —
t#2 vet=sinx = 2$Q_{ 3
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‘. Ornek

sinx —v/3 cosx =0 denleminin ¢éziim kiimesini bulalim.

&R coziim
sinx—+v3cosx =0 = sinx = v/3 cosx

sinx - /3 COS X

COS X COS X
sinx

CoSX /3

tanx =3

tanx =+/3 ise x = %+ km oldugundan ¢ézim kimesi, C = {x: X = %+ kr, k € Z} olur.

(V)

az0,b#0, a-sinx+b-cosx=0 = a-sinx=—b-cosx

a-sinx —b-cosx

a-cosx ~ a-cosx

sinx _—b

cosx ~ a
—b

tanx = a dir

‘. Ornek

sinx — %-cosx = 0 denkleminin R deki ¢cézim kiimesini bulahm.

Q. Cozum
sinx—i-cosx=0:>sinx=icosx
V3 V3
sinx _ 1
cosX ~ /g
tanx=L olur
73 .
—E . i = N :E . i
X = 6+k 7 ise G {x.x 6+k T, kEZ}dII’.

122



Geometri @

‘. Ornek

2.cos’x — sinx-cosx — sin®x = 0 denkleminin ¢ézim kiimesini bulalim.

A Cozim
2.cos’x —sinx-cosx —sin’x = 0 denkleminin her iki tarafini cos®x e bélelim. (cosx # 0)
2.cos’°x sinx-cosx  sin®x 0 sinx  sin’x
2 2, By T 2y 278X iy 0
cos” X Cos“X COS“X  COS™X COS“ X

2—tanx—tan®x =0
2—tanx—tan®x=0= (1 —tanx)-(2+tanx)=0

1—tanx=0 \% 2+tanx =0

tanx =1 tanx =-2

tanx = tan45° tanx =—tan0 = tan(—0)
X = 45° x =—0dir.

Yukarida goéruldigu gibi elde ettigimiz denklemler, tanx = tan 0 denklemine benzemektedir. Daha

dnceden bu denklemin ¢6zim kimesinin,
C={xx=0+180°-k, k € Z} oldugunu biliyoruz. Buna gére
2.cos’x — sinx-cos x — sin®x = 0 denkleminin R deki ¢6zum kimesi,

C={xx=45°+180°-k V x=-0+180°-k, k € Z} dir.

El Battani (828-929), Arap astronom ve matematikgidir. Battani, trigonometrik bagintilari bugiin
kullanilan sekliyle formullestirmistir. Astronomi ve matematige blyuk katkilari olan Battani, Orta
Cag Avrupa’sinda saygideger bir 6gretmen ve bilgin olarak taninmistir. Battani, Batr'ya trigonomet-
riyi 6greten kisi olarak da bilinmektedir. Battani, astronomi ¢alismalari sirasinda trigonometriden
faydalanmistir.

Kaynak: TDV islam Ansiklopedisi
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13.

@ Trigonometri

. . 4r S . -
sinx = sin—3~ denkleminin ¢6zim kiimesini bulunuz.

. tan2x =—+/3 denkleminin ¢éziim kiimesini bulunuz.
. sin®x—4sinx+3 =0 denkleminin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

. S|n<3x ——) =—cosXx denkleminin ¢6zim kiimesini bulunuz.

4

. cot3x =—tanx denkleminin ¢6zim kiimesini bulunuz.

. cos<2x + E) = cos(x - E) denkleminin ¢6zim kiimesini bulunuz.

4 3

. cosx—+/3sinx =2 denkleminin ¢éziim kiimesini bulunuz.

. sinx —cosx =1 denkleminin ¢6zim kiimesini bulunuz.

. sinx++v3cosx =0 denkleminin ¢dziim kiimesini bulunuz.

x € [0, 2] olmak lzere sin3x + sinx = cosx denkleminin ¢ézim kiimesini bulunuz.

x € [0,2r] olmak Uizere cos®x — sin’x —sinx = 0 denkleminin ¢dzim kiimesini bulunuz.

tan®x — 1 = 0 denkleminin [0, 27) araligindaki ¢6zUm kiimesini bulunuz.

V3 sinx +3cosx = 3 denkleminin ¢dziim kiimesini bulunuz.
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( i 3. UNITE DEGERLENDIRME SORULARI

sin20° - cos 10° + cos 20° - sin 10° ifadesi asagidakilerden hangisine esittir?

1 1 2 3
A) ) B) > C)1 D) 3 E) 1
T o3 < - T
X € <O,E> ve sinx = ¢ olduguna goére cot(x+ 4> kactir?

1 1 1 1 1
A g B) 5 ©% D)7 E) 3
sinx —cosx = % olduguna gore sin2x kagtir?

1 3 5
A) > B) 7 C)1 D) 2 E) >

Yandaki ABC lc¢geninde,

AD|=|DC]|ve
3 o .
tanf = 2 olduguna gore sina kagctir?

1 12
A) > B) C) 25

24
D) 55 E)

. X €(0,180°] i¢in cos(2x —10°) =% denkleminin ¢dzim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

A) {35°,155°} B) {30°,45°}  C){35°,145°} D) {35°,150°}  E) {85°155°}

. 3—+v/2sinx = 0 denkleminin (0, 2w) araligindaki ¢coztim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

A) {30°} B) {45°} C) {30°,45°) D) {45°,60°} E) @

. V/8sinx+cosx = 0 denkleminin (0, 2x] araligindaki koklerinin toplami asagidakilerden hangisidir?

2n

A) B) 3 c) D) 21 B &

r
3
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8. cosx—+v3sinx =0 denkleminin [r, 27| aralijindaki koki kagtir?

A) 210° B) 240° C) 300° D) 320° E) 330°

9. cos2x = 0 denkleminin ¢éziim kiimesi agagidakilerden hangisidir?
A) {x:x=kn, k € Z}

B) {x:x=2kr, k € Z}

C) {x:x:kn vV X=%+2k7t, kEZ}

o s
D) {x.x-kn- vV X——2+2k7'f, kEZ}
.. T _3n
E) {x.x-—4+k7r vV X="1 + Kk, kEZ}

10. % < x < iken v3sinx —cosx —v3 = 0 esitligini saglayan x degeri asagidakilerden hangisidir?

g B) 2& c) 3¢ D) o E)

11. sinx+ cosx = v'2 denkleminin [0, =] araligindaki ¢6zUm kiimesi asagidakilerden hangisidir?

M {5 ®) {3} o {4} ofezl Bl

12. sin®x — sin2x + cos®x = 0 denkleminin [m, 21) araliindaki koku asagidakilerden hangisidir?

A) B)

w|a

s
4

13. 4sin’x — 2sinxcosx + 3cos®x = 3 olduguna gére cotx degeri asagidakilerden hangisine esit ola-
bilir?

A) -2 B) —1 C)0 D) 5 E)2
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4.1. ANALITIK DUZLEMDE TEMEL DONUSUMLER

Cevremizden doénusumlere birgok érnek verebiliriz. Bir dagin gériintisiinin gél yizeyine yansi-
masi, bir kelebegdin kanatlarinin birbirine gére durumu, insan ytzinin aynada yansimasi vb. érnek
olarak verilebilir.

4.1.1. Analitik Diizlemde Bir Noktanin Oteleme Déniisiimii Altindaki Goriintii-
sliniin Koordinatlari

B3O

Oteleme: Bir seklin boyutlari bozulmadan yerinin degistiriimesine 6teleme déniisiim hareketi
denir. Otelemede bicim, boyut ve yén degismez.

Oteleme déniisim hareketi yapilirken x ve y eksenleri boyunca belirtilen yénde, belirtilen birim
kadar nokta oOtelenir.

Saga ve sola 6teleme dénUsumu hareketi x eksenine paralel olarak, yukari ve asagi 6teleme do-
nisum hareketi ise y eksenine paralel olarak yapilir.

‘. Ornek

Analitik dizlemde, A(1, 3) noktasi 2 br saga ve 3 br yukari 6teleniyor. A noktasinin bu 6teleme do-
nistima altindaki gérinttusinin koordinatlarini bulalhm.
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@. Coézum
A
6T x A'(3,6)
A noktasinin 6teleme donlstmi sonrasinda gorin- i | 3 br
tist A" olsun. A noktasinin 2 br saga ve 3 br yukari 3----7--é-b->!
Lo r
otelenmesiile A’(3, 6) noktasi elde edilir. f :
D T B B S E— — O E —t—t+—+—+—>»X
-6-5-4-32-141 12 3456
ol
-3+
g1
-5+
-6

‘. Ornek

B(2,— 1) noktasl, analitik diiziemde, 3 br sola ve 2 br asagi 6teleniyor. B noktasinin bu ételeme

donusimu altindaki goéruntisinun koordinatlarini bulahm.

&R Cozim
B noktasinin ételeme dénisimi altindaki gérintisa Y“G
B’ noktasi olsun. B noktasi 3 br sola ve 2 br asagiya 6te- 15
lendigine gore B noktasinin goruntisu, B’ (—1,— 3) nok- "g
tasidir. 1o
6-5-4-3-2-1] 123456
« T T T T T T T T T l l »
:(_ __.1___EB
P12
v..1-3
B'(=1,-3) 14
-5
-—6

@) o

Bir nokta, x eksenine paralel saga dogru 6telenirse apsis ile 6teleme miktari toplanir. Sola dogru
Otelenirse apsisten 6teleme miktari ¢ikarilir.

Nokta, y eksenine paralel olarak yukari dogru 6telenirse ordinat ile 6teleme miktar ile toplanir.

Asag! dogru 6telenirse ordinattan ételeme miktari ¢ikarilir.
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‘. Ornek

C(-5, 2) noktasi analitik diizlemde, 4 br asagi ve 2 br saga dogru 6telenmektedir. C noktasinin bu
Oteleme dénisima altindaki gérintistnun koordinatlarini bulahm.

& Coziim
C noktasinin 6teleme dénisimu altindaki gériintisii C” noktasi olsun. Apsise 2 ekleyip ordinattan 4
cikaralim. C(—5,2)ise C'(-5+2, 2—4)=C’(-3,—2) olur.

Analitik Diizlemde Bir Noktanin Simetri Dénlisiimii Altindaki Goriintiisiiniin Koordinatlar

B3O

Bir seklin bir noktaya veya bir dogruya goére simetriginin alinmasina simetri (yansima) déniisii-
mii denir. Simetri ddnisimu altindaki goriintllye noktanin veya dogrunun simetrisi, seklin simetrisinin
alindigi dogruya simetri ekseni, bir noktaya gére simetri alinirsa bu noktaya simetri merkezi denir.

Analitik duzlemde bir noktanin x eksenine gdre yansimasi bu noktanin x eksenine gére simetrigi-
dir. Benzer sekilde bir noktanin y eksenine gbére yansimasi bu noktanin y eksenine gére simetrigidir.

‘. Ornek

A(2,3) noktasinin x eksenine gére yansima altindaki gériintiisiiniin koordinatlarini bulalim.

& Coziim
A(2, 3) noktasinin x eksenine gore yansimasi, bu noktanin
A
x eksenine gore simetrigidir. Yandaki sekle gére A(2, 3) noktasi- 3 _y’.*(z 3)

nin x eksenine goére yansima doénlsimu altindaki géruntlsu
A’(2,—3) noktasidir.

‘. Ornek

Analitik diizlemde, B(—3, 2) noktasinin y eksenine gére yansima donlsimu altindaki gériintiistiniin
koordinatlarini bulalim.

& Coziim
B(—3, 2) noktasinin yansima déntisimu altindaki goériintd-
- . al o\ i y
sti B’ noktasi olsun. Yandaki sekle goére B(—3,2) ise B’ (3, 2) B(-3,2) B(3,2)
olur. o +
o | Ly
-3 v 3
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&) o

Analitik diizlemde bir A(x, y) noktasinin x eksenine gére yansima dontisimu altindaki gértintist
A’(x,—y); y eksenine gore yansima donlstimu altindaki gériintiisi A’ (—x, y) olur.

‘. Ornek

A(3,-5),B(—2,1),C(4,2) noktalarinin x ve y eksenlerine gére yansima donlsimu altindaki gorin-
talerini bulalim.

&R coziim
A, B ve C noktalarinin yansima doénlsima altindaki gérantileri sirasi ile A”, B’ ve C” olsun.
x eksenine gore y eksenine gore
A(3,—5) ise A’(3,5) A(3,-5) ise A’(—3,-5)
B(-2,1) ise B'(-2,-1) B(-2,1) ise B'(2,1)
C(4,2) ise C'(4,-2) C(4,2) ise C'(—4,2)

BO

A noktasinin, K noktasina gore yansimasi A’ nok- A (x,y')
tasi olsun. Bu durumda, K noktasi [AA’] nin orta nok-

tasi olur. Orta noktanin tanimindan A(x,y) K(a,b)
x+x" . ,
a=—F—ise x’ =2a—x
2
+ 4
b= oy ise y’ =2b—y olur.

2

A(x, y) noktasinin K(a, b) noktasina gore yansima doénustimu altindaki géruntis,

A (x',y')=A(2a—x, 2b—y) olur.
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‘. Ornek

A(—1,4) noktasinin B(—3, 2) noktasina gore yansima déntsimu altindaki gérintiistind bulalim.

&R coziim

A(—1,4) noktasinin B(—3,2) noktasina gére yansima dénlisimi altindaki gorintiist A’ (x’,y")
olsun. B noktasi A ve A’ noktalarinin orta noktasidir. Buna goére

—3="1X e w =6+ 1
2
A
X, :—5 y
2= 5 isey =4-4
A(-1,4
y” = 0 oldugundan ( ,7.)_.__4
A (X',y’)=A’(=5,0) olur. B(-3,2) .2
A(—1,4) ve B(—3,2) noktalarini analitik duiz- ‘ X
lemde isaretleyelim. Analitik dizlemde, A(—1,4) A(-5.0) 3 - 0
noktasinin B(—3,2) noktasina gére yansimasi ali-
nirsa A’(—5,0) noktasi elde edilir. J

‘. Ornek

A(—1,3) noktasinin B(5, 6) noktasina gdre yansimasi olan noktanin koordinatlarini bulalim.

Q. Cozim
A(—1, 3) noktasinin B(5, 6) noktasina gore yansimasi olan nokta, A’(x’,y’") olsun.
X =2a—-x=2.5-(-1)=10+1= 11,
y =2b-y=2.6-3=12-3=9dir. A’(11,9) bulunur.

‘. Ornek

Analitik diizlemde, A(x, y) noktasinin P(1,5) noktasina gére yansima dénlstimu altindaki gorintd-
st A’(5,— 2) noktasidir. Buna gére x +y toplamini bulalim.

&R coziim
P(1,5) orta nokta oldugundan
+(-2
1= XJ2r5 ise x=2-5isex =-3ise 5=¥ ise y=10+2isey =12 olur.

Buna gore A(x,y)=A(—3,12) ise x+y=-3+12=9 olur.
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BO

Koordinat sisteminde A(a,b) noktasinin orjine gore Xy

simetrigi, A” (—a, —b) noktasidir.

‘. Ornek

Analitik duzlemde, K(—3,6) noktasinin orijine gore yansima donusimu altindaki géruntiistinin
koordinatlarini bulalim.

Q. Coziim
AY
Aradigimiz nokta K’ (x’,y’) olsun. I
Orijin orta nokta olur. Buna goére ----- 6
0="3X ise x =3 BEY
y R 3
6+y . : | ! I
0= 2y ise y’ =—6 3 o) “‘ !
K'(X',y)=K'(3,- 6) olur. %“
-6 T------ JK’
Y
Koordinat sisteminde A(a,b) noktasinin y = x dogru- AY A (b, ) y=x
suna gore simetrigi, A’ (b, a) noktasidir. AT o
L eH
Koordinat sisteminde y = x dogrusuna, 1. aciortay dog- | u -
rusu da denir. -t T ] ,
B 9 ' >X
b a
Y

‘. Ornek
A(2,3), B(—1,3), C(4,—2) noktalarinin y = x dogrusuna gére yansima déntisimu altindaki go-

rantdlerini bulalim.
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&R coziim
A, B ve C noktalarinin gértntileri sirasi ile A’,B” ve C’ 1y
noktalari olsun. Cl a4l y=x
ol A
A(2,3) ise A’(3,2) Y i
R o
o 1A
B(—1,3) ise B'(3,—-1) P !
-t P 5
C(4,-2) ise C'(—2,4) olur. "2 4.0 2 3 a >
—1 """"""" 'B, :
=D c
Y
Yandaki sekilde ABCD bir karedir. Buna gére T b A(a, b)
noktall yerleri doldurarak A noktasinin sirasi ile x ; E
eksenine, y eksenine, orjine ve y = x dogrusuna : y =X i
gére yansima dénusumu altindaki gérintisinin . —a 0 Ea 2
koordinatlarini bulunuz. :
c..,..) | D(..., ...)
Y
A(x,y) noktasinin, d:ax+by+c=0 dogrusuna gore A(x,y) d
yansima donlisimu altindaki géruntisi A’ (x’,y’) olsun.
P noktasi A(x,y) ile A’(x’,y’) noktalarinin orta noktasi-
dir. P noktasi d dogrusu Gzerinde oldugundan d dogrusunun P
denklemini saglar.
[AA’] nin egimi ile d nin egimlerinin carpimi —1 dir.
A,(X,, yr)

‘. Ornek

A(2,3) noktasinin, d:2x —4y + 3 = 0 dogrusuna gore yansima doénusimu altindaki gorintistni
bulalim.

&R Coziim

A noktasinin d dogrusuna gére simetrigi A" olsun. d dogrusunun egimi, mgq =—_L4 = % dir.

d L AA’ oldugundan mg-maa =—1 = maa =—2 olur.
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Egimi —2 olan ve A(2, 3) noktasindan gegen AA” dogrusunun denklemi,
y—383=-2(x—2)=>y-3=-2x+4=>-2x—-y+7=0 olur.

d dogrusu ile AA” dogrusunun kesisimi olan P(x, y) noktasinin koordinatlarini bulalim.

2x—4y+3=0 Ay

—2x—-y+7=0
+ A

[0}

w

-5y+10=0 =y =2 olur.

N

2. denklemde, y = 2 degerini yerine yazalim. e
—2x—2+7=0 —

O |nfo
>

N
w

o] 3%

-2x+5=0

x—é olur
=3 )

Buna gore P(% 2) olur.

A noktasinin P noktasina gére simetrigi,
A (X',y)=2P—-A(x,y) = X’ =2-g—2 =3vey =2-2-3=1olur.

Buradan A’(3,1) bulunur.

‘. Ornek
A(—2,3) noktasinin, y = x + 1 dogrusuna gére yansima donlisimu altindaki gérinttisunt bulalim.
@. Cozim
o 1y
Mg =1 ve maa - myg =—1oldugundan
Maa -1 =—11ise maxr =—1o0lur. A2,3) 3 dy=x+1
Egimi —1 olan ve A(—2,3) noktasindan gegen dogrunun ! J
&
denklemi ’ ,
y—3=-1-(x+2) ise AA:y=—x+1olur. y=x+1 ve /Zo o
y ==X+ 1 dogrularinin kesim noktasi, -2 * .
A'(2,-1)
y=x+1 -x+y—-1=0
ise
y=—x+1 Xx+ty—1=0
+

2y=2 ise y=1, x=0

oldugundan A ve A’ noktalarinin orta noktasi K(0, 1) noktasidir. Buna gére K(0, 1) orta nokta oldugun-

dan 0 = _22+X ise X' =2
3+y’
1= ise y’ =—1oldugundan A’(x’,y’) = A’(2,— 1) dir.

2
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‘. Ornek

A(3,2) noktasinin, x =—1 dogrusuna gére yansima déntstimu altindaki géranttsund bulalim.

Q. Coziim
Ay
A
A'(-5,2) o A(3,2)
o i
} } » X

-5 -1 3
Y
d:x=-1

A(x,y) noktasinin yansima dénlsumu altindaki gértintist A(x’, y”) noktasi olsun.

x =—1 dogrusu y eksenine paralel oldugundan A ve A’ noktalarinin orta noktasinin apsisi x =—1

I4

3 ise x’ =—5 olur. Buradan A (x',y")=A(-5,2) dir.

olur. Buna gére —1 = X >

‘. Ornek

Asagida verilen noktalarin x = 3 dogrusuna gére yansimalarini bulalim.

a) A(4,2) b) B(—1,4) c) C(-5,0) ¢) 0(0,0)

——> A(2-3-4,2)=A'(2,2)
-1,4) —> B(2:3—-(-1),4)=B'(7,4)
,0)=C’(11,0)

(VX

Bir noktanin y eksenine paralel bir dogruya gére yansima ddénusumuinde ordinat degismez.
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«; N

GeoGebra programini acarak y = x dogrusu olusturalim. y = x dogrusu programda fonksiyon

giris alanina yazilarak olusturulur.

A ClS]< =]

|fik

oAl Noka

Nesne Uzerindeki Nokta

Sekildeki koordinat sistemi lizerinde bir A noktasi isaretleyelim.

[ EEENE

=|=Av fiv

I+

P %12 clls) BN

) Cebir Penceresi X [ » Grafik x -
uda yansit
~ Nokta . 7B°§M:-v ansit
| 22 [ ) A=(3’2)
Noktada yansit

°
.E Cemberde yansit

é o Nesneyi nokta etrafinda dondir
X s al A
-f Nesneyi vektorle dtele ®

.: o Nesneyi noktadan geniglet

Dogruda yansit menusuni kullanarak A noktasinin y = x dogrusuna gére yansimasini bulalim.

Once noktaya ardindan y = x dogrusuna tiklayarak bu islemi gerceklestirebiliriz.
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I

s
Farkl noktalarla ayni uygulamayi yapalim.
€7 GeoGebra o -] X
DRSNS IpENED o
Bir B noktasi isaretleyelim.
€ GeoGebra - %
PR ER oy
i < X [» Grank &] [ X
-
E Gemberde yansit
E‘ Nesneyi nokia etrafinda dondiir
Z‘ B A
7] esnmtron i e
Noktada yansit menusini kullanarak A noktasinin B noktasina gére yansimasini alalim.
DREN S oEREED
¥ Cebir Penceresi o [X] | » Grafik
SlEy A~ z
= Nokta
A=(2,2)
A'=(4,2) a
A =(2,0)
B=(-1,2)
@ C=(2,1) 3
A B A
° ® 2 °
C
1 ®
A'1
o
5 4 3 2 1 0 4 1
Farkli noktalarla yansima uygulamalari yapiniz.
\_
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‘. Ornek

B(2,—2) noktasinin, y = 1 dogrusuna gére yansima dénlisimu altindaki gérintisuni bulalim.

Q. Cozim
AY
44-------- . B,(2, 4)
< 1 >d:y=1
i > X
0 2
T, 1 i
B(2,-2)

B(x, y) noktasinin yansima dénlisimu altindaki gérinttst B (x’, y’) noktasi olsun.
y = 1dogrusu x eksenine paraleldir. Buna goére
B ve B’ noktalarinin orta noktalarinin ordinati y = 1 olur.

—2+y’
==

ise y’ = 4 tur. Buradan B’ (x’,y") = B’(2,4) bulunur.

‘. Ornek

Asagida verilen noktalarin y = 1 dogrusuna gbre yansimalarini bulalim.

a) A(-1,1) b) B(5,0) c) C(0,2)

Q.(}ézﬁm
a) A(-1,1) —— A(-1,2-1-1)=A(-1,1)
b) B(5,00) ———> B'(52-1-0)=B'(5,2)
c) C(0,2) —> (C’(0,2:1-2)=C'(0,0)

&) o

Bir noktanin x eksenine paralel bir dogruya gére yansima dénusimunde apsis degismez.
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‘. Ornek

2x—3y+1 =0 dogrusunun, A(2,— 1) noktasina gére yansimasini bulalim.

&R Coziim
d o »2x-3y+1=0
>
d :—I » 2% — =
2 TA@ 1) x—-3y+a=0
z
ds ol »2x—-3y+b=0

Aranan dogru d1 dogrusuna paralel olan bir dogrudur. Bu dogruya A noktasindan gecen uglnct bir

paralel dogru cizilirse bu dogru ds ve ds dogrusuna paralel olur.
dq//d2//d; ise d2:2x—3y+a=0
ds:2x—3y+b=0
seklinde olmalidir.
A(2,—1), d> denklemini sagladigina gére
2.2-3-(—1)+a=0 ise a=—7 olur.
di ve ds dogrulan d, dogrusuna esit uzaklikta oldugundan
_b+1

a=—, iseb=2a—1 iseb=2-(-7)—1=-15 olur.

O hélde, aradigimiz dogru,

ds:2x—3y — 15 =0 dogrusudur.

Yandaki karekodu tabletinize okutarak eba.gov.tr adresine baglaniniz. Konuyla
ilgili videoyu izleyiniz.
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w

* f(x) = 2x + 1 dogrusunun C(4, 2) noktasina gére yansimasini bilgi ve iletisim teknoloji-

lerinden yararlanarak cizelim.

+ C(4, 2) noktasini ve f(x)= 2x + 1dogrusunu olugturalim.

DEEBECEHENTEE

..J

0

by

| -

¥ AA W

ABC
T

NoEREEER oA

————————————————————————————

___________________________

* Yansima menustnden yararlanarak f(x) = 2x + 1dogrusunun C(4, 2) noktasina gore yansi-
masini olusturalim. Yukaridaki £+ (x) dogrusu elde edilir.
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Bir Noktanin D6nme Déniigsiimi Altindaki Goriintisu

BO

Duzlemde bir P noktasinin (x,y) koordinatlari ve Ay
[OP] nin x ekseni ile yaptigi a¢i verilsin.

| OP | = r olmak Uizere P nin koordinatlari yh> P(x, y)
X =Tr-cosa y

¢ = > X
y =r-sina olur. () X

P noktasinin, O (orijin) etrafinda 6 acisi kadar dondirl-
mesi ile elde edilen nokta P’ (x’,y’) olsun. 6, donme agisi
olmak uizere,

x' =r-cos(a+0)
, ] ) Dénme Acisi: Dondurilen bir seklin
' = voslie -+ ) el Euis ghi ilk konumu ile son konumu arasindaki

X" =r-(cosa-cosf—sina-sinh) aciya denir

g q A
=r.cosa-cosf—r-sina-sinf Y
Nt N

X y
=x-cos0—y-sin0 . P’ (x',y")

4

y' =r-(sina-cos0+sina-sin0) (7

y=r-sina-cosb+r-cosa-sin0 75 R
=y-.cosO+x-sinb
oldugundan P’ noktasi,

P’ =Rg(P)=(x-cosf—y-sinb, x-sinf+y-cosb) olur.

0 acisi kadar dénme donisimi Ry ile gosterilir.

‘. Ornek

Analitik dizlemde A(3,—5) noktasinin orijin etrafinda pozitif yonde, 90°lik ddnme doéntsimu altin-

daki gérintisind bulalim.

&R Coziim
A noktasinin 90° lik dénme dénisumd altindaki gérintisit A” olmak Gzere
A" =Ry, (3,-5)=(3:c0s90° —(—5)-sin90°, 3-sin90°+(—5)-cos90°)
=(3-0—(=5)-1, 3-1+(=5)-0)=(5,3) bulunur.
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‘. Ornek

P(2, 4) noktasi orijin etrafinda pozitif yonde, 45° dondurultyor. Elde edilen P’ noktasinin koordinat-
larini bulahm.

Q.Qézﬁm
0 =45°
Ay
X =x-cos0—y-sin0 P(—/2.342)
v T8Y2 poy
=2-.c0545° — 4 -sin45° hoATTT 7
=2-%—4-§=@—2f=—«72 i
y =x-sin0+y-cos0 4_15
= 2.8in45° + 4 - cos 45° @ 5 2 > X
:2-%+4~%=J§+2J§=3/§

oldugundan R,.(P) =P’ (x’,y’) = P'(-=v2, 3V2) olur.

‘. Ornek

P(2,—3) noktasinin orijin etrafinda pozitif yonde, 270° dondurtimesi ile elde edilen p’ noktasini
bulalim.

&R cozim
0 = 270° ve P(2, — 3) oldugundan
X =x-cos0—y-sinf =2-cos270°+ 3-sin270° =—3

y  =x-sinf+y-cosf =2-sin270° - 3-cos270° =—2 Buna goére P’(—3,—2) olur.

‘. Ornek

P(—4,2) noktasinin orijin etrafinda, pozitif yonde, 90° dondurilmesi dontisimu ile elde edilen P’
noktasinin koordinatlarini bulalim.

Q. Cozium

0 =90° P-4, 2) Ay

X =x-cos0—y-sind T T2
=—4.c0s90°—-2-8in90° =—-4.0—-2-1=-2 . . .

y = x-sinf +y-cosb 4 —2; 0 'X
=—4.sin90°+2-c0s90°=—4.-1+2-0=—4 ;

oldugundan P’(x’,y") = P’(—2,—4) olur.

P2 )b 1
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@ sons

Koordinatlarindan biri A(a,b) olan bir noktayt,
orijin etrafinda pozitif (saat yonunun tersi) yonde 90° dondirdigumiizde A’(—b, a) noktasi,
orijin etrafinda pozitif (saat yoénunun tersi) yéonde 180° déndirdigimuizde A” (—a, —b) koordinat,
orijin etrafinda pozitif (saat yonuntn tersi) yénde 270° déndurdugimuzde A” (b, — a) koordinati,

orijin etrafinda pozitif (saat yonunun tersi) yonde 360° dondurdugimuzde ise A(a,b) noktasi elde
edilir. 360° donmede A(a,b) koordinati degismez.

4.1.2. Oteleme, Yansima, Dé6nme ve Bunlarin Bileskeleriyle ilgili Uygulamalar

Anadolu Selcuklu sanatinda geometrik stisleme bir dlizen icindedir. Birbirini kesen altigen seritler,
yildiz ve 6rgult dekorlar, gegmeli dekorlar geometrik kompozisyonu olusturur. Bu dekorlar, kicuk
kare, baklava, doértgen, dizgin yildiz, cokgen bicimli parcalardan olusur. Bu geometrik stislemeler
olusturulurken 6teleme, yansima ve dénme déntstumlerinin sik sik kullanildigi gérilmektedir. Cevre-
mizden de bu dénusUmlere ¢esitli 6rnekler verilebilir.

/ P ,
% VAR ARV s . VAR A v
oA A A % M A
\ by R\ NV

-
Nz /e S~ '

Yukaridaki resimlerde kullanilan déntsumleri agiklayiniz.
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‘. Ornek

Sekildeki dairenin cevresi 24 cm ve |MN | = 60 cm dir. ”

Daire, M noktasindan saat yéninde dodndurulerek getirilip N

C

noktasinda durduruluyor. N noktasinda, dairenin konumu
ne olur? Bulalim. M 60 cm N
&R coziim

60 _,1_ 2+ 1 oldugundan daire 2 tam ve bir yarim ‘

24 ~c2 T e T odul y
dénme hareketi yapmistir. Buna goére tekerlegin N nokta- H
sindaki konumu yandaki gibi olur. M 60 cm N
‘. Ornek

Yandaki analitik dizlemde, M harfi |. durumdan II. y

A
duruma getirilmistir. Buna gére M harfine uygulanan
dénisum hareketlerini aciklayahm. :
< »X

Q. Coziim

M harfi x ekseni boyunca saga dogru 4 br, y ekseni y
boyunca asagi dogru 2 br ételendikten sonra x eksenine
gl6re yansimasi alinmistir.

| | 4 br

- 2 br
(0]

l/\l Il
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‘. Ornek

Sekilde kenar uzunlugu 2 br olan diizglin besgeni x
ekseni boyunca 4 br saga 6teleyip x eksenine gbre yan-
simasini gizelim.

Q. Coziim

Dizgln besgeni x ekseni boyunca 4 br saga dogru
kaydirip x eksenine goére simetrigini almaliyiz. Buna
gbre yandaki sekil elde edilir.

‘. Ornek

Yandaki sekli A noktasi etrafinda saat yéninun ter-
sine dogru 90° dénduruldikten sonra d dogrusuna gdére

yansimasini gizelim.

&R cozim

Seklin A noktasi etrafinda saat yéninun tersine 90°
déndurdldikten sonra d dogrusuna goére simetrigi yan-
daki gibi olur.
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@ SONUG

Bir seklin bir dogru boyunca ételenip sonra yansimasina veya énce yansimasi alinip sonra ote-
lenmesine 6telemeli yansima denir.

‘. Ornek

Analitik diizlemde, kése noktalarinin koordinatlari A(6,6), B(6,3) ve C(0,3) olan Uggenin orijin
etrafinda saat yoninun tersinde 180° doéndurtlmesi ile elde edilen gérintinun koordinatlarini bularak
cizelim.

&R cozim
A
Orijin etrafinda 180°lik dénme: Y
Arigo- (6,6) > A’(—6,—6) 6 A
Briso: (6, 3) - B’(—6, - 3) 3 C B
Chiso- (0,3) » C’(0,—3) olur. -6
+ » X
0 6
B’ Sl
A’ -6
‘. Ornek
Yandaki sekli 2 br saga 6teleyip y eksenine gbre yan- Ay
simasini aldiktan sonra, x eksenine gére yansimasini bu- =
lalim. |
L[
0 T
Y
&R cozim
Verilen seklin 2 br saga 6telenmisi 1. sekil, y eksenine I sekil Ay 2 seki
gore yansimasi 2. sekil, x eksenine gére yansimasi 3. se- =} =
kildeki gibidir. [ ] |
EE (|
» X
O
e
|
Ol
.
3. gekil
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‘. Ornek
Yandaki sekil analitik dizlemde (—1,1),(=5,1),(=1,5),(=5,5) noktalari
arasina yerlestirilip y eksenine gére yansimasi alindiktan sonra y ekseni bo- * +

yunca asagi dogru 5 br. ételeniyor. Seklin son gérintisini cizelim.

A Coziim
Verilen sekli analitik dizlemde gostererek istenilen dénusumleri uygulayalim.
A A
Y...s 5 ...¥
|+ + | o LI
> 1. sekil
ANS R 0| A oA
. ol . 1 %
! | | > x < >
-5 —1 [ 1 5 Ol 4+ | « |5
2. sekil
olal=?
—4f.--
Y Y

Seklin y eksenine gére yansimasi 1. sekil, y ekseni boyunca asagi dogru 6teleme dénisimu altin-
daki géruntasa 2. sekildir.

‘. Ornek
Satrang oyununda kale sadece saga, sola, 6ne ve arkaya dogru hare- A
ket edebilmektedir. Yandaki satran¢ tahtasinda boyali bdlgelerdeki taglar
sabit kalmak sarti ile kalenin A noktasina en kisa yoldan ulagsmasi istenilir-
se kaleye hangi dénistmlerin uygulanmasi gerekir?

A Coziim

Kalenin bulundugu kdseyi orijin kabul ederek verilen sekli analitik AY
dizlemde goésterelim. Buna goére sirasi ile x ekseni boyunca pozitif
yonde 1 br 6teleme dénlsima, y ekseni boyunca 3 br pozitif yénde —
Oteleme dénisimi, x ekseni boyunca 1 br pozitif ydnde 6teleme
dénlsima, y ekseni boyunca 3 br pozitif ydnde 6teleme dénisima,
x ekseni boyunca 1 br negatif yénde 6teleme dénisimu ve y ekse-
ni boyunca pozitif yénde 1 br 6teleme dénisimi uygulanmasi ge-
rekir. : St
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1.

Geometri

Analitik dizlemde, A(—2, 3) noktasinin asagidaki 6teleme donustmleri altindaki gérunttlerinin ko-

ordinatlarini bulunuz.

a) 2 brsaga, 1 bryukar
b) 3 br sola, 2 br asagi
c) 1 brasagl, 4 br sola
¢) 3 bryukari, 2 br saga
d) 5 br saga, 5 br asagi

A(—3,—2) noktasinin x ekseni boyunca pozitif yénde 6 br, y ekseni boyunca pozitif yénde 3 br

6telenmisi olan A’ noktasinin koordinatlarini bulunuz.

Bir A noktasinin 4 br sada, 2 br yukariya 6telenmisi A’ (2, — 2) noktasi olduguna gére A noktasinin

koordinatlarini bulunuz.

. Analitik dizlemde bir B noktasinin 4 br saga ve 2 br yukari 6telenmesi ile elde edilen gorintisi

B’(—2, 3) noktasi olduguna gére B noktasinin koordinatlarini bulunuz.

. Analitik duzlemde, asagida verilen noktalarin x eksenine gdre yansima déntsumu altindaki gérun-

tUlerinin koordinatlarini bulunuz.

a) A(1,5) b) B(-2,3) ¢) C(3,-2) ¢) D(-2,4) d) E(0,5)

P(2,5), R(—3,4), S(1,2) noktalarinin y = x dogrusuna gore yansima déntsiimu altindaki gorin-

tlerini bulunuz.

. Analitik dizlemde bir P noktasinin A(3,12) noktasina gére yansimasi P’(1,—5) noktasidir. Buna

gbre P noktasinin koordinatlarini bulunuz.

A(—5,—6) noktasinin B(2, 4) noktasina gére yansimasini bulunuz.

. Analitik dizlemde, M(—2,4) noktasinin orijine gére yansima donisimu altindaki gorintiistinin

koordinatlarini bulunuz.
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10. A(-2,—4) noktasinin orijin etrafinda pozitif yonde, 30° dondurilmesi sonucu olusan A" noktasinin

11.

12.

13.

14.

15.

16.

koordinatlarini bulunuz.

A(4,4) noktasinin;

a. B(—2,4) noktasina gore
b. x eksenine gbre

c. y eksenine gore

¢. x =2 dogrusuna gdére

d. y =—2 dogrusuna goére

o

. d:3x— 5y + 6 = 0 dogrusuna gdére yansimasi olan noktalarin koordinatlarini bulunuz.

A(—4,—6) noktasinin d:6x —8y + 12 = 0 dogrusuna gdre yansimasi olan nokta A" olmak Uzere

| AAY

nun kag¢ birim oldugunu bulunuz.

Analitik diizlemde, A(2,6) noktasinin orijin etrafinda pozitif yénde 30° déndirtiimesi dénistimi

sonucunda elde edilen gérintindn koordinatlarini bulunuz.

B(—4, — 2) noktasinin orijin etrafinda, sirasi ile pozitif yonde, 90°, 180°, 270° ve 360° dondurlimesi

ile elde edilen gérintindn koordinatlarini bulunuz.

Yandaki analitik dizlemde verilen seklin orijin etrafinda
saat yoninin tersine 270°lik dénme hareketiyle elde edilen
seklini ¢iziniz.

Analitik diizlemde verilen noktalara,
K: x eksenine gbre yansima

R: y eksenine gbre yansima

Ay

A

E: 4 br asag! 6teleme

A: Orijine gbre yansima

déntsim hareketleri uygulaniyor. Buna gére asagidakilerden
hangisi elde edilir?

A) AREK B) KERA C) KARE D) RAKE
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Geometri

( i 4. UNITE DEGERLENDIRME SORULARI

. Analitik dizlemde (2, — 5) noktasinin y eksenine gére yansimasi asagidakilerden hangisidir?

A) (—2,-5) B) (2,5) C) (-2,5) D) (5,—2) E) (-5,2)

. Analitik diizlemde (4, — 2) noktasinin x = 2 dogrusuna gére yansimasi asagidakilerden hangisidir?

A) (—4,-2) B) (~2,2) C) (0,—2) D) (-2,0) E) (-2,4)

. (2,4) noktasinin orijin etrafinda, saat ydntntn tersine 30° déndirilmesi ile elde edilen nokta asa-
gidakilerden hangisidir?

A) (V3,-V3) B) (V3-2,2/3+1) C)(V3+1,/3-1)
D) (2—-v3,1-V3) E) (V3+2,2/3-1)

. A(8,0) noktasinin 3x —2y —4 = 0 dogrusuna goére yansima donisimu altindaki goruntist asagi-
dakilerden hangisidir?

) o[eE) e(®

PN

V() (D) o

. Analitik dizlemde (—1,—3) noktasinin (2, —4) noktasina gére yansimasi asagidakilerden hangi-
sidir?

A) (=1,1) B) (2,-1) C) (5.0 D) (~5,5) E) (5,-5)

(4, — 3) noktasinin y =—x dogrusuna gore yansimasi asagidakilerden hangisidir?

A) (3,-4) B) (-3,4) C) (-3,—4) D) (—4,-3) E) (4,3)
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Déndigtmler

7. Analitik diizlemde bir A(x, y) noktasi orijin etrafinda, saat yontnun tersine 90° dondtrtilerek A’ (3, 2)
noktasi elde ediliyor. Buna gére noktanin koordinatlar asagidakilerden hangisidir?

A) A(-3,2) B) A(3,2) C) A(2,-3) D) A(-2,-3) E) (-3,-2)

8. Sekildeki dénme dolabin 1. oturagina bir miisteri bindikten
sonra dénme dolabi yavas yavas hareket ettirilerek musteri
alinmaya devam ediliyor. Dé6nme dolabi saat yénaniin tersi-
ne 120° déndurdlup durduruldugunda kaginci musteri alin-

mis olur?
A)1 B) 2 C)3
D) 4 E)5
9. Sekildeki ABC Ui¢geni 1 birim saga, 2 birim asagiya 6telenip Gggenin x ekse- AY
nine yansimasi alinirsa asagidaki sekillerden hangisi elde edilir? 3 AwB
L C
O 1 s X
y y
A) Y B) 1T A C) 4 5 .
_ 4 3 » i >
o ? c > X ol ] X 0 5 >
e - A
2A B
D) A E) AY
L c 1 A B
2 > 5
(e} ' 7 X > > X
- A B - c

10. A(2V/2 , 6/2) noktasi orijin etrafinda 45° donduirildiikten sonra x ekseni boyunca negatif yonde
2 br, y ekseni boyunca negatif yonde 3 br dteleniyor. Elde edilen noktanin koordinatlari asagidaki-
lerden hangisidir?

A) (=5,-5) B)(-5,-4)  ©)(50) D) (~6,-5) E) (-6.5)
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@ Tirev

5.1. LIMIT VE SUREKLILIK

Asagidaki sekillerde goérildugu gibi t¢ggen, kare, diizgiin besgen, dizgin altigen, ..., n kenarl

dizgiin cokgenin esit yaricapli cember icerisine sirasiyla yerlestirildigini distnelim.

Her bir yerlesimde ¢ember yayi ile kirigsler arasinda kalan alana dikkat ediniz. Kolaylikla goru-
lebilir ki n kenarli dizgun ¢okgenin kenar sayisi arttikca cember yayi ile kiris arasinda kalan alan
azalmaktadir. Yeterince blyuk n degeri icin gcember ile icine yerlestirilen n kenarli dizgun cokgen

cakisacaktir. Dolayisiyla kenar sayisi limit degerine ulastiginda cember elde edilecektir.

5.1.1. Bir Fonksiyonun Bir Noktadaki Soldan ve Sagdan Limiti

BO

x degiskeni bir a sayisina, a dan kicuk degerlerle yaklasiyorsa bu tur yaklasmaya soldan yaklas-
ma, a dan blyuk degerlerle yaklasiyorsa bu tir yaklasmaya sagdan yaklagma denir. x degiskeninin

a sayisina soldan yaklagmasi x — a~, sagdan yaklasmasi x - a* seklinde gésterilir.

Asagidaki tabloda x degiskeninin 5 sayisina, 5 ten kiiglk ve 5 ten blyUk sayilarla yaklasmasi

gosterilmigtir.

Y
(¢)]
A

X 4,5 4,9 | 4,99 | 4,999 | 4,9999 | .. ... |5,0001| 5,001 | 501 | 51 | 55

154



‘. Ornek

siyonunun aldigi degerlerin kaca yaklastigini bulalim.

Sayilar ve Cebir @

f:R - R, f(x)=2x+1 fonksiyonunda x degiskeni 3 e soldan ve sagdan yaklastiginda f(x) fonk-

&R coziim
X, 3 e soldan yaklasiyor X, 3 e sagdan yaklasiyor
X 2,5 29 2,99 2,999 3,001 3,01 3,1 3,5
f(x)=2x+1 6 6,8 6,98 | 6,998 7,002 7,02 7,2 8

\/

A

Tabloya gore f(x) = 2x + 1fonksiyonundax, 3 e soldan

ve sagdan yaklastiginda f(x) fonksiyonunun aldigi deger-

ler 7 ye yaklasmaktadir.

Grafik incelendiginde x degiskeninin 3 e soldan ve sag-

dan yaklastiginda f(x)=2x+ 1 fonksiyonunun aldigi de-

Gerlerin 7 ye yaklastigr géralmektedir.

B3O

x degiskeni bir a reel sayisina soldan yaklasirken f(x) fonksiyonunun aldigi degerler ¢, reel sayl-

sina yaklagiyorsa “f(x) in x = a daki soldan limiti ¢, dir.” denirve lim f(x)= ¢, seklinde gésterilir.
X—>a

x degiskeni bir a reel sayisina sagdan yaklasirken f(x) fonksiyonunun aldigi degerler ¢, reel say!-

sina yaklagiyorsa “f(x) in x = a daki sagdan limiti ¢, dir.” denir ve lim_f(x)= ¢, seklinde gosterilir.
X—>a
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A Ornek

f:R > R, f(x)=3x—1 fonksiyonunun x = 1 noktasindaki soldan ve sagdan limitini bulalim.

Q. Coziim

\

0,5

0,9

0,99

0,999

0,9999

0,5

1,7

1,97

1,997

1,9997

f(x)=3x—1

»
'

2

x degiskeni 1 e soldan yaklasirken f(x)= 3x — 1 fonksiyonunun aldi§i degerler 2 ye yaklasmakta-

dir. Buna gore Iin} (8x—1)=2dir.
X =

A

1,0001

1,001

1,01

1,1

1,5

f(x)=3x—1

2,0003

2,003

2,03

2,3

3,5

A

x degiskeni 1 e sagdan yaklasirken f(x)= 3x — 1 fonksiyonunun aldigi degerler 2 ye yaklagsmak-

tadir. Buna gére lim (3x—1)=2 olur.
x=1

BO

f(x) fonksiyonunun a noktasindaki sagdan limiti soldan limitine esit ise fonksiyonun a nokta-

sinda limiti vardir.

lim_ f(x)= lim_f(x)=¢ ise lim f(x)=¢ di.

f(x) fonksiyonunun a noktasindaki sagdan ve soldan limiti esit degilse bu fonksiyonun a nokta-

sinda limiti yoktur.
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Sayilar ve Cebir @

‘. Ornek
fiR > R, f(x)=4x—-3 fonksiyonunun x = 2 noktasindaki limitini tablo ve grafikten yararlanarak
bulalim.
Q. Cozim
> 2 =
X 1,5 (1,7 | 1,9 | 1,99 [ 1,999 2,001 | 2,01 | 2,1 22 | 25
f(x)=4x-3| 3 |38 | 46 |496 499 5,004 | 5,04 | 54 | 58 7
> 5 =
Tablo ve grafikte gérildigi gibi x > 27 ve x — 27 iken AY

f(x) = 4x — 3 fonksiyonunun aldigi degerler 5 e yaklasmak-

tadir.

Bu durumda f(x) = 4x — 3 fonksiyonunun x = 2 nokta-

sinda limiti vardir.

lim_ (4x—3)= lim (4x—3) oldugundan

x—2 x - 2"

lim (4x—3) =15 olur.

X2

‘. Ornek

Yanda y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir. Grafige

gore y = f(x) fonksiyonunun x = 1 noktasinda;
a) soldan limitini,

b) sagdan limitini bulalim.
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@ Tiirev

&R Coziim

a) Grafik Uzerinde x degiskeni 1 e soldan yaklasirken

y = f(x) fonksiyonunun aldi§1 de@erler 2 ye yaklasmaktadir.

lim_ £ (x) = 2

>N —— b
|
!

b) x degiskeni 1 e sagdan yaklasirken y = f(x) fonksiyo-

nunun aldigi degerler 4 e yaklasmaktadir.

lim_f(x)=4 O —>1«

x—1

f(x) fonksiyonunun soldan ve sagdan limiti vardir. Ancak Iirq_ f(x)# lim_
X—)

x—1

y = f(x) fonksiyonunun x = 1 noktasinda limiti yoktur.

f(x) oldugundan

‘. Ornek

f(x)=2 fonksiyonunun x = 3 noktasindaki limitini bulalim.

Q. Coziim
> 3 =
X 2,9 2,98 2,99 | 2,999 3,001 3,01 3,02 3,2
Fx) | 2 2 2 2 2 2 2 2
> 2 =
AY
f(x) = 2 sabit fonksiyon oldugundan x degiskeni 2 — :4_ f(x)=2
3 e soldan ve sagdan yaklastiginda f(x) fonksiyonu
daima 2 degerini alir. Buna gére
lim 2 = lim 2 oldugundan lim2 = 2 olur. 0 5
X -3 x - 3" X3

(Y

c € Rigin Jimc = c dir.
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Sayilar ve Cebir @

\

fiR-R, f(x)= x? fonksiyonunun x = 2 noktasindaki limitini bilgi ve iletisim teknolojilerinden
yararlanarak bulalim.

« Hesap makinesi yardimiyla asagidaki tabloyu her x degeri icin f(x) degerini bularak dolduralim.

Y
N
A

X 1,5 1,89 1,9 1,99 2,01 2,1 2,2 2,4

* X, 2 ye yaklastikca f(x) in hangi saylya yaklastigini agiklayalim.

CnBea
®0005)

- GeoGebra programini ¢alistirarak giris kismina xA2 yazarak f(x)= x? fonksiyonunun grafigini
olusturalim.

» Cebir Pencere: » Grafik
= islev
s f(x) = x?

h

cm@ ‘o
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Ttirev

« islevler & Analiz meniisiinden AlttanLimit komutuyla agilan ifadeyi giris kismina yapistira-

m. Acilan parantez icerisine x*2,2 yazalim. Enter tusuna basalim.

'Dosya Diizenle Goriinim Secenekler Araclar Pencere Yardim . OturumAg...

IMMMMMMUMMUU R

» CebirPencereS| > Grafik GirigYardimi

P f(x) = o2 < AlttanLimit

- AltToplam
- Asimptot
51 - Garpanlar
- CokgenselAlanToplam
- GozDD
41 - Derece
- DikddrtgenToplam
-+ DokunumGemberi
34 - DOngl
- DongiListesi
- DénmeNoktasi N
2 -+ EgimAlanm
E§ri
| - Edgrilik Z

1 o
AlttanLimilf <iglev>, <Deger=]

CAS Ozel komutian:
4 3 2 - 0 1 2 AlttanLimit] <ifade>, <Deger>]
AlttanLimilf <ifade>, <Degigken>, <Deger>]

4 »

cmﬂ AlttanLimit[x"2,2]

« islevler & Analiz meniisiinden UsttenLimit komutunu giris kismina yapistiralim. x2,2 yaza-
rak enter tusuna basalim.

|Dosya Diizenle Goriiniim Secenekler Araclar Pencere Yardim OturumAg...

B EEEECEHNT 0N

» Cebir Penceresi ) Grafik gri§Yarﬂm|
-~ NGO0ZODE =

f
b - ParametrikTiirev

- Payda

54 - Polinom

- SolToplam

- TaylorPolinomu
4+ - TrigBasitlegtir
- TrigBirlestir

-+ TrigGeniglet

34 - Tarev
- UcNokta
- UsttenLimit q

24 - UstToplam
- YolParametresi

_@Komk -

UsttenLimit] <iglev>, <Deger>]

CAS Ozel komutiar:
a2 3 2 1 0 1 2 UsttenLimit] <ifade>, <Deger>]
UsttenLimit] <ifade>, <Degigken>, <Deger>]

cirig.| UsttenLimit[x"2,2] ™3 @
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Sayilar ve Cebir

- Tabloda a = 4, f(x) = x? fonksiyonunun soldan limitini; b = 4, f(x) = x? fonksiyonunun

sagdan limitini géstermektedir.

'Dosya Diizenle Goriinim Secenekler Araglar Pencere Yardim

IMMMLIUIQII@]MDII:M

» Cebir Penceresi

> Grafik

— Sayisal

- iglev
= f(x) = x?

f

GirigYardimi
— DETECs

- DikdortgenToplam
- DokunumGemberi
-~ Dongl

-+ DongListesi

- DonmeNoktasi

- EgimAlani
- Egrilik

- EgrilikVektord
- Egrilydur

- Fonksiyon

- Integral 4
- |ntegralArasinda

- KapallEgri

- KapaliTirev =

Fonksiyon[ <Say Listesi>]
Fonksiyon[ <iglev>, <Baglangi¢ x-Degeri>, <Bitig
x-Degeri>]

" | Fonksiyon <ifade>, <Parametre Degigken 1>,

<Baglangi¢ Degeri>, <Bitis Degeri=,
<Parametre Degigken 2>, <Baglangi¢
Degeri=, <Bitig Degeri= ] -

Girig: Fonksiyon[x*2,2]

- f(x)= x2 fonksiyonunun x = 2 noktasindaki soldan ve sagdan limiti birbirine esit oldugun-

dan Xllinzf(x) =4 olur.

mm«w@mmwa*mﬂvﬁmm mumw;:'—
b Cebir Penceresi b Grafik <) |GirigYardimi
~ Nokta - DokunumGemberi &
L A=(2,4) -+ Dongl
Sayisal -+ DonglListesi
-0 a=4 - DonmeNoktasi
O b=4 - EgimAlant
- iglev - Egri
@ f(x) = x? - Egrilik |
- EgrilikVektori
- Egrilydur
- Fonksiyon
- integral
- integralArasinda
KapaliEgri <
- KapaliTirev
- KarmagikKok
-
UsttenLimil{ <iglev>, <Deger>] 1
CAS Ozel komutian:
a 3 2 1 UsttenLimit] <ifade>, <Deger>]
UsttenLimil{ <ifade>, <Degigken>, <Deger>]
4 »
' Ging| @ @

161




@ Tiirev

()

limx = a dir.
X—>a

‘. Ornek

f:R - R, f(x)=x fonksiyonunun x = 3 noktasindaki limitini bulalim.

&R Coziim
» 3 =
X 27 | 28 | 29 | 29 | .. . | 301 | 31 32 | 33
fx) | 27 | 28 | 29 | 29 | .. . | 301 | 31 32 | 33

> 3

A

lim x=3 ve lim x=3 oldugundan Iim3x = 3 tar.
+ X =

X3 x—3

‘. Ornek

f(x)= % fonksiyonunun x = 0 noktasinda limitinin olup olmadigini gdsterelim.

&R céziim
f(x) =% fonksiyonunun grafigine gére x, 0 a soldan
yaklastikca f(x) = % in aldigi degerler —co a yaklasmakta-

dir.
X, 0 a sagdan yaklastikca f(x)= % in aldigr degerler oo

a yaklagmaktadir.

Buna gore

1 1 o 1 .
lim & # lim - oldugundan x) =~ fonksiyonunun
X — O*X X = 0+X g f( ) X y

x = 0 noktasinda limiti yoktur.
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Sayilar ve Cebir @

v
| sinx

im —— = 1dir.
x-0 X

‘. Ornek

_sin(x—
lim

L limitinin degerini bulalim.

Q. Coziim

x> 2= (x—2)- 0dr.

x —2 =t olsun. Buna gére

_sin(x=2) = sint _sin(x—2)
lim = lim = 1 oldugundan |lim ————>— = 1olur.
x->2 X—2 too t x->2 X—2
< Y
I|m & = 1 oldugunu bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanarak gdsterelim.

+ GeoGebra programinda giris kismina f(x) = % yazarak grafigi olusturalim.
- Islevler & Analiz meniisiinden sirasiyla AlttanLimit ve UsttenLimit komutlarini giris kis-
mina yapistirarak acilan paratez igerisine (sinx)/x,0 yazalim.

'Dosya Dizenle GorlinGm  Secenekler Araclar Pencere Yardim ;  OurumAg..

‘Il@lﬂl e
? 3k

> CebirF ) Graﬁk GirigYardimi
- Pay
- Payda
- Polinom

-+ SolToplam

- TaylorPolinomu

- TrigBasitlegtir

- TrigBirlegtir

- TrigGeniglet

- Tlrev

- UgNokta

- UsttenLimit

- UstToplam

- YolParametresi
Konik

Liste

L4 Mantile

UsttenLimit] <iglev>, <Deger>]

CAS Ozel komutfan:
UsttenLimit <ifade>, <Deger>]
UsttenLimit <ifade>, <Degigken>, <Deger>]

T SR

K I i !
Eﬁsttenlelt[(smx)/x 0] )
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Dosya Diizenle Gériinim Seqenekier Amglar Pencere Yardim Oturum Ag...

C=]
ABC ? 2%

» CeberencereS| > > Graﬁk GirigYardimi
- saysal & - Limit =
a=1 = NC6zODE
¢ b=1 ~ ParametrikTirev
- lslev s - Pay
Y fx) = M Payda
x

X

- Polinom

- SolToplam
TaylorPolinomu

- TrigBasitlestir

- TrigBirlegtir

- TrigGeniglet
Tirev

- UgNokta N

o - UsttenLimit

UstToplam

m

fix) = sln(x) sl 5 - g . =
UsttenLimit] <iglev=, <Deger>]

! g ! | 0 ! ! 4 ! CAS Ozel komutlar:
" 3 2 -1 0 1 2 3 =+ UsttenLimit{ <ifade>, <Deger>]
UsttenLimit] <ifade>, <Degigken>, <Deger>]

ca=1,f(x)= w fonksiyonunun soldan limitini; b = 1, f(x) = S'—QX fonksiyonunun sagdan

limitini gostermektedir. a = b = 1 yani x = 0 noktasindaki soldan ve sagdan limit birbirine esit

o . sinx
oldugundan |Im0—X = 1olur.
X—)

smx

« Islevler & Analiz meniistinden Limit komutunu kullanarak f(x) = =5~ fonksiyonunun x = 0
sinx
noktasindaki limitini hesapladigimizda da ¢ = I|m =X = 1 oldugunu goriruz.
Dosya Diizenle Gorinim Secenekler Araclar Pencere Yardim Oturum Ac...

eaa)( e ]
BB ER IS OERNTER o

» CebirPenceresi (X | b Grafik =4 gn}yagg;nll -
- Sayisal 6
a=1
b=1
c=1

islev

- KapaliTirev
- KarmagikKok
- Katsayllar
51 - KismiKesirler
: = - Kok
@ f(x) = sin (x) - Kokler

x 4 dkListesi
- Limit
0zODE
3 ParametrikTirev
- Pay

|

- Payda dq
2 Polinom

- SolToplam

- TaylorPolinomu -~

f(x) = L (x) s Limit <iglev>, <Sayr>] q

0 CAS Ozel komutlan:
= 3 2 A ) 1 2 3 ; Limit] <ifade>, <Deger>]
Limit <ifade>, <Degigken>, <Deger=]

< 13

] Yapigtir ] [ Gevirim igi yardimi géster I 2
aiis(_Limit[(sinx)/x,0] ) @: o
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Sayilar ve Cebir @

X2 — a2

a € Rigin Jim *,—2- = 2a seklindedir.

‘. Ornek

o x2-a? y ) .
a € Rigin xllgnaﬁ = 2a oldugunu gdsterelim.
&R Coziim

(x—a)-(x+a)
X=a X—a

= lim(x+a)=a+a = 2a bulunur.
X—>a

lim
x->2 X—2

degerini bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanarak gdésterelim.

+ Asagidaki tabloda bos birakilan alanlari hesap makinesi yardimiyla dolduralim. x degeri 2 ye
soldan ve sagdan yaklastikca f(x) degerinin hangi sayiya yaklastigini agiklayalim.

> 2 <«
: X 1,8 1,85 1,9 1,99 2,01 2,1 2,5 2,7
T f(x)

> <
> . X

+ GeoGebra programini agarak “Giris” kismina (xA2—4)/(x—2) yazarak f(x) = " _24 fonksiyonu-

nun grafigini olusturalhm.

« Tekrar “Giris” kismina Limit[(xA2—4)/(x—2),2] yazarak f(x) fonksiyonunu x — 2 igin limitini bu-

lahim. (islevler & Analiz menisiinden de “Limit” komutu bulunarak ayni formil yazilabilir.) Grafigin
sol stitununda goérinen a degeri limiti géstermektedir.

+ Grafik Gzerinde x = 2 ye soldan ve sagdan yaklastikca y degerinin 4 e yaklasip yaklasmadi-
gini kontrol edelim.
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r Dosya Dizenle Gorinim ssgsm;mr Araclar Pencere Yardim —— — — Otur NG
? 3%
» CemrPencerem @ » Grafik X G'IsYarciml
— Nokta - Fonksiyon -
L@ A=(2,4) - integral
- saysal - integralArasinda
() a=4 - KapallEgri
~ iglev 51 - KapaliTrev
Y| - KarmagikKok
@ f(x) = e | - Katsayilar
= 1 - KismiKesirler
- Kok
- Kokler
31 - KokListesi
- Limit
- NGOZODE
- ParametrikTiirev
- Pay
- Payda -
Limitf <iglev>, <Say>] i
CAS Ozel komutlan:
a 3 1 2 3 a Limit] <ifade>, <Deder>]
Limil{ <ifade>, <Degigken>, <Dejer>]
x?—4 1
f(x) = —— =
==
4 »
2
A
Girig:

\_

5.1.2. Limit ile ilgili Ozellikler

BO

f ve g, x = a noktasinda limitleri olan iki fonksiyon olsun.

1) Vc € Rigin lim c=c

2) f,gR - R, Jim [f(x) £ g(x)] = Jim f(x)= Jim g(x)
3) f,gR =R Jim [f(x)-g()]= lim, f(x). lim g(x)
4) f:R->R, Vec&Rigin lim [c-f(x)]=c- lim f(x)
| | | L [Fe0]Jim, )
5) fiR~> R gR~>R-{0} ve lim g(x)=0icin lim o(x)| = im. g(x

6) f:R - R, Jim |f(x)|=|Jmf(x)|

7) Jim f(x) limiti mevcut olmak tzere;

| n tek dogal sayrise Jim 1/ f(x) =n/ lim £(x)

Il. n gift dogal sayi ise f(x) = 0 ve Jimf(x) = 0ise Jimn/f(x) =1/lim f(x) olur.

fx) _ Jim £(x)

8) b = R*'veb # 1olmak lizere Jimb™ " = bx~a

9) f(x) > 0 olmak lzere XIiLna(Iogbf(x)) = logy ( Jim,f (x)), (a € RY)

10) I|m sinx = sina, I|m COSX = C0S a, I|m
> 08inx

(2k+1)n
T,ke Z

=1(a€R)

limtanx = tana <a¢
X—a

limcotx = cota (a#kmk € Z)
X—a

166



Sayilar ve Cebir @

Cauchy (Kosi), 1789°'da Paris'te dogdu. Buglin Cauchy teoremi
adiyla bilinen GnlG teoremi ifade ederek ispatladi. 1816'da cebir
dersleri vermeye basladi. 1830 devriminden sonra baghlik andini
kabul etmedigi icin gérevinden ayrildi ve Torino’ya giderek kendisi
icin acilan matematik kirstsinde calismaya basladi.

Analiz dalinin dnemli bir parcasi olan limit ve streklilik konula-
rinda énemli calismalari olmustur.

Cauchy
Kaynak: matematik.dpu.edu.tr (1789-1857)

1820'lerde Cauchy ilk defa limit ve streklilik tanimini yapti.

‘. Ornek

Iim2(x2 +x) degerini bulalim.
X =

&R coziim
lim(x2+x) = limx®+ limx = 22+ 2 = 6 bulunur.
X2 X2 X2

‘. Ornek

2
fFiR\{=3} > R, f(x)= );+39 fonksiyonunun x =—3 noktasinda limitini bulalim.

Q. Cozum
x2—9  (x=38)-(x+3) Dikkat edilirse fonksiyon x =—3
s = Im g o Im(9)
x=-8 X X X7 noktasinda tanimli olmamasina kar-
= lim x— lim 3=-3-3=-6olur. sin bu noktada limiti vardir.
‘. Ornek
lim x® — 64 degerini bulalim
x-8 X—8 9 ’
&R Coziim
fim X =64y X287
Y Tg T My "8 =2-8=16 bulunur.
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‘. Ornek

Jlim (log, (5x — 1)) degerini bulalim.

&R coziim
Jlim (log, (5x —1)) = log, (XIi_rp1(5x -1 ))
=logy(5-1-1)
=log,4
=log,22 =2l0g,2 =2
‘. Ornek

Iimosin 2x degerini bulalim.
X =

Q. Coézium
limsin2x =sin0 =0
x—>0
‘. Ornek
. tanx . ..
lim —— degerini bulalim.
x—>0
&R Cozim
sinx
i NX _ iy COSX _ 1 sinx
x—0 X _X—>O X _X_.OCOSX X

sinx

. 1
lim Sosx - im =X
— 1.1

=1

f(x)=a,x"+a,_,x"" '+ ..a, polinomu igin lim f(x)=f(a) du.
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1
‘. Ornek

f(x) =—3x%+2x — 1 olmak lizere
a) XIiL'n1(—3x2 +2x — 1) degerini bulalim.

b) f(1) degerini bulalim.

&R coziim

a) im(—3x2+2x—1)= lim(=3x?)+ lim2x — lim1
X =1 X =1 Xx—=1 X =1

=-3 limx?+2 limx— lim1=-3-1242.1-1=-8+2-1=-2
x—1 x—1 x—1
b) f(x)=—3x*+2x—1= f(1)=—-3-124+2.1-1=-3+2—-1=-2

‘. Ornek

X2+ 1
Xx—4

Iim3 degerini bulalim.
X —

&R cozim
H 2
lim X1 _ Xhins(x +1)— 3+ 1 —ﬁ——m bulunur
xUsx—4  fim(x—4)  3-4 1 '
‘. Ornek

lim v 2x% + 7 degerini bulalim.
X - —

&R cozim

Jim V2x?+7 =/ lim (2x2+7) = /2. (-1F +7 = /9 = 3 tur.

‘. Ornek

2
I|m222" ~4 degerini bulalim.
X —

&R Cozim

lim(2x*-4)
X—2 —

x'i£“222X2*4 =2 o(2:2°-4) _ 54 _ 4g
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WA Ornek
2
- . axt—1
a € R olmak lGzere, |lim >
X = oo X
YA cozim
. axt—1 ax 1
lim > lim —%— lim —
X — ©o X X — co X X = OOX
.1
= Ilmooal—xllmm—2
7 oX
=a
2X2_1 = . .
Jim==5— = 2 oldugunu gosterelim.
YA cozim
L 2x® -1 o2x2 1
lim — = lim =~ - lm—
X — oo X X — co X X - OOX

= lim2— lim
X — CO X =0y

—2-0

=2

v

Limit hesabi sonucunda g belirsiz durumu ortaya ¢ikabilir. Bu durumda pay ve payda carpanlari-

0

na ayrilarak belirsizlik durumu giderilir.

degerini bulalim.
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‘. Ornek
Cox2—4
lim=—7 degerini bulalim.
Q. Cozim
2 _
lim Xt -4 = X"Enz(x Y _ belirsizligi vardir.
x>2x=2  lim(x-2) 0

x2 — 4 ifadesini carpanlarina ayirarak islemi yapalim.

2 _ -(x+2
i =4 XD )=Xli£nz(x+2)=2+2=4olur.

x—>2X—2 X2 M

‘. Ornek

X3 3

XIiLnyX2 Y degderini hesaplayalhm.

&R coziim

S A it A T
x—>yX2_y2 y2_y2 0 '

Pay ve paydayi carpanlarina ayiralim.

3=y =) (O xy+y?) xPaxy+y? yRHyP+y? By By

lim > 2=I|m = |im T = =——=—2-olur.

Ny T (xy)-(xty) Ty XFY 2y 7y 2
C- UYGULAYALIM

1. f(x)=% fonksiyonunda x degiskeni 2 sayisina sagdan yaklasirken f(x) fonksiyonunun kaca

yaklastigini bulunuz?

2. Asagidaki tabloda bos birakilan alanlari hesap makinesi yardimiyla doldurarak XIian (4x— 1) dege-

rini bulunuz.

\
N
A

X 1,5 1,9 | 1,99 | 1,999 | .. 2,001 2,01 2,1 2,5

f(x)=4x—-1| 35
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3. Yanday = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Grafige gore
a) lim_f(x) b) lim f(x)
x—>-3 x--3"
c) lim_£(x) ¢) lim f(x)
d) lim f(x)

X->7

degerlerini bulunuz.

4. f:R - R, f(x)=x* fonksiyonunun x = 3 noktasindaki limitini bulunuz.

2

. X — o e
5. lim degerini bulunuz.
x—-4 X—4
x° —
6. lim degerini bulunuz.
x—>2 X—2

7. Asagidaki tabloda bos birakilan alanlari hesap makinesi yardimiyla doldurarak Xli£n4x2 degerini bu-

lunuz.

;44
> <

X 3,85 3,9 3,98 |3,99 3999 | ..|..|4,001|4,01| 41 (415 4,2

f(x) =x2| 14,8225

8. Asagidaki ifadelerin degerlerini bulunuz.

2
. 2 . X+ 2 . 2 . 2
a) XI|Ln2(4x 3x+2) b) lim = — c) X||£n2[(4x 1)-(3x%+2)]
sin(x—3
¢) limvx2 + 16 d) lim22<¢-30 e) lim (x~3)
x—>3 xX—4 x-3 X—3
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5.1.3. Bir Fonksiyonun Bir Noktadaki Surekliligi

BO

A C R ve f:A -~ R birfonksiyon olsun. a € A olmak tizere f(x) fonksiyonunun a noktasinda-

ki limiti var ve lim f(x) = f(a) ise f fonksiyonu x = a noktasinda stireklidir denir.

Aksi takdirde f fonksiyonu x = a noktasinda sureksizdir denir.

‘. Ornek

Yanda f:R -~ R, f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gore f(x) fonksiyonunun sirasiile x=2, x=3 ve x = 4

noktasindaki surekliligini inceleyelim.

& Coziim

2 € R, 3 Rve4 € R oldugundan 2, 3 ve 4 tanim kiimesinin elemanlaridir.
x = 2 igin Iirr;f f(x)= lim f(x)= 3 oldugundan Xlim2 f(x) = 3 tur. Ayrica
X = x—2" -
f(2) = 3 oldugundan Jlim, f(x)=f(2) =3 olup f(x) fonksiyonu x = 2 noktasinda sureklidir.
« x=3igin lim f(x)= lim_ f(x)=4olup lim f(x)=4 tur.
X—3 X_)3+ xX—>3
f(8) = 1 oldugundan Jlim, f(x) = f(3) olur.
Bu durumda f(x), x = 3 noktasinda sureksizdir.
x=4icin lim_f(x)= lim_f(x)=6olup lim f(x)=6 dir.
X4 )(—»4Jr x—4

f(4) = 6 oldugundan Jlim, f(x)= f(4) =6 olur. Dolayisiyla f(x), x = 4 noktasinda streklidir.
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()

f fonksiyonunun x = a noktasinda surekli olabilmesi

Fonksiyonun surekliligi ancak
taniml oldugu noktalarda arastirilir.
icin Ornegin f(x) = % fonksiyonu x = 0

1) f fonksiyonunun x = a noktasinda limiti olmalidir. noktasinda tanimsiz oldugundan bu
noktada surekliligi arastirmak an-

2) lim f(x)=f(a) olmahdr.

lamsizdir.

Limit, degeri belli bir sayiya yaklasirken bir fonksiyonun degerinin yaklastig: degerdir. Sureklilik,
fonksiyonun bu yaklasim aninda kesintiye ugramamasidir. 1820'lere kadar yeterli bir limit tanimi
yapilmamisti. 1820’de Cauchy (Kosi), limit ve sureklilik tanimini yapti.

Salih Zeki, 6nde gelen son dénem Osmanli matematik bil- | a8
ginlerindendir. D&nemin Unlu bilginleriyle matematik ve fen bi-
limleri konusunda yazili tartismalara girmistir. Bu konularda bir
kismi ders kitabi olmak Uzere cok sayida eser vermistir. Salih
Zeki'nin en 6nemli eserleri, matematik alanindaki Asar-1 Bakiye
ve basimi yarim kalmis olan Kamus-i Riyaziyat'tir. Limit konu-
sunda yayinlanan birgcok eseri Turkge’ye tercime etmistir.

Kaynak: Ana Britannica Ansiklopedisi

Salih Zeki
(1864-1921)

‘. Ornek

f:R - R, f(x)=3x—1 fonksiyonunun x = 2 noktasinda strekli oldugunu gosterelim.

Q. Cozim
Iin;_ (83x—1)=5 ve lim (3x—1)=5 oldugundan f(x)= 3x—1 fonksiyonunun x = 2 noktasin-
X = x—2"

da limiti vardir ve lim, (3x—1) =5 tir.
f(x)=3x—1= f(2)=8.2—-1=5 oldugundan lim (3x—1)=f(2) =5 tr.

Buna gore f(x)= 3x — 1fonksiyonu x = 2 noktasinda streklidir.
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‘. Ornek

Yanda f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Grafige gore f(x) fonksiyonunun sireksiz ve srekli

oldugu noktalari bulalim.

& Coziim

Grafige gore Xli%n} f(x)=5 ve X'Ln} f(x)=1dir.
Xllrg_ f(x)= Xliﬂn;+ f(x) oldugundan f(x) fonksiyonu-
nun x = 3 noktasinda limiti yoktur. Dolayisiyla x = 3 te

sureksizdir.

Grafige gore x = 3 noktasi disinda f(x) fonksiyo-
nunun sureksiz oldugu nokta yoktur. Buna gore f(x)

fonksiyonu x € (—o0, 3) U (3, o) icin streklidir.

‘. Ornek

Yanda f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir. Grafi-
ge gore f(x) fonksiyonunun surekli ve streksiz oldugu

noktalari bulalim.
A Coziim

X =2 igin Xllrr;_ f(x)=1ve X"f; f(x) = 2 oldugun-
dan X”I} f(x)=# X”f; f(x) tir. Dolayisiyla bu noktada

£ (x) fonksiyonunun limiti yoktur. x = 2 te stireksizdir.

Sayilar ve Cebir @

Grafige gore x = 2 noktasi disinda f(x) fonksiyonunun sireksiz oldugu nokta yoktur. Dolayisiyla

f(x) fonksiyonu x € (—0,2) U (2, o0) igin sureklidir.

‘. Ornek
2x%, x> 1 ise
fiR-> R, f(x)= fonksiyonunun x = 1 noktasinda surekli olup olmadigini gsterelim.
4x, x < 1 ise
& Cozim
lim f(x)= lim 2x*=2ve lim_f(x)= lim_ 4x =4 tir.
X = 1+ X -1 x—1 x—1

lim_f(x)# Iirq_ f(x) oldugundan f(x) fonksiyonunun limiti yoktur ve x = 1 noktasinda stireksizdir.

x -1 X
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f:R = R, f(x)=x*-1 fonksiyonunun x = 2 noktasinda strekli olup olmadigini bilgi ve ileti-

sim teknolojilerinden yararlanarak gésterelim.
« AlttanLimit ve UsttenLimit komutlarindan yararlanarak a =b = Iim2(x2 —1) = 3 sonucuna
X —
ulasabiliriz.

» Giris menusune f(2) yazip enter tusuna bastigimizda ¢ = f(2) = 3 sonucuna ulasabiliriz.

800

[ g e’
L] 00 4 N e e 2] oo
» Cebir Penceresi K, Grafik ] GirigYardimi
Nokta @ M iksel Fonksiyonlar
- ; A =| @3 =Tiim Komutlar

A I I W : : S i oBetikleme
ob=3 A E P @ Cebir
occ=3 ®Cizelge
s lslev T R S— EASRN W SR SO Y SRS S 2 A LI [ ©Déniisiim
% . : ' : : : d : : sGeoGebra
of(x) =x*—1 : H ' : ; H : : ®Geometri
[ S AN SRR S Y N SR o SU— (I A ®Hesap Cizelgeleri
H H ! H ] s|statistikler
: | : H H H H H slslevler & Analiz
B s e e B g 1 B e s T SR AlttanLimit
1 H H H H H H H AltToplam 4
i i : : i i : : Arasindakilntegral
O dmmmee mneeee I e o LR A  NR— - - Asimtot
: H H H H H ' : Py . _
: AlttanLimit[ <lslev>, <Deger> ]
-5 -4 3 4
H ! CAS Ozel komutlar::
e N S AlttanLimit[ <lfade>, <Degisken>, <Deger> ]
_________________________________ Y AR S R SR S
B St St femnees e & e fromem [ [W [ Gevirim ici yardimi géster | &
Giris:| BiC]

» Sonug olarak a = b = ¢ yani fonksiyonun x = 2 noktasindaki limiti var ve f(2) degerine esit

oldugundan f(x) fonksiyonu x = 2 noktasinda sureklidir.

+ Asagidaki tabloyu hesap makinesi yardimiyla dolduralim.

» 2 «
> <

5 X 1,8 1,9 1,98 1,99 2,01 2,02 2,1 2,2
5882 | F()=x"—1
> f(2)=.... <
- Tablodan yararlanarak |in'21r (x*=1), lim _(x*~1) ve f(2) degerlerini bulalim.
x - X =2

+ Buldugumuz degerleri karsilastirarak f(x) fonksiyonunun x = 2 noktasinda surekli olup olma-

digini aciklayiniz.

176




Sayilar ve Cebir

K

fiR-{0} >R

(X

)= iz fonksiyonunun x = 1 noktasinda strekli olup olmadigini bilgi ve ileti-
X

sim teknolojilerinden yararlanarak gdésterelim.

+ AlttanLimit ve UsttenLimit komutlarini kullanarak a = b = Xlim1l2 = 1 sonucuna ulasabiliriz.
= 1X

f:R-R f(x

cizelim.

saplayalim.

24 3*
P _Cebir Penceresi GirigYardimi
~ Nokia 1 Payda &
L@ A=(1,1) 1 i 1 ! : i Polinom
~ Sayisal 1 H ¥ ! I ! SolToplam
=0 a=1 | ) ! ! ! L = TaylorPolinomu
=0 b=1 i ' | | I i - TrigBasitlestir
-0 e=1 i H | | 1 i TrigBirlegtir
- Iglev i \ | i | ! TrigGeniglet
1 1 T " i T | I Tiirev
=5 P4 P Ugoka
i \ 1 | | | - UsttenLimit
f | | H | H i~ UstToplam
} i i ) ! ! - YolParametresi L
: ! : ! : : #) Konik F
¢ | i i | T #] Liste
i | i | i i #] Mantik
i 1 ; 1 i i ] Metin =
= A . -
i - | 1 i \ 1 1 || OsttenLimitf <iglev>, <Deger>]
= e |casOm
-4 3 2 K1 [} 1 2 3 4 | | UsttenLimitf <ifade>, <Deger>]
i 1 i i ' | : H | | UsttenLimif <ifade>, <Degigken>, <Deger>]

¢ = f(1)=1oldugundan f(x)=

- abs(x) (mutlak deger fonksiyonu) komutunu kullanarak f(x

- AlttanLimit ve UsttenLimit komutlari ile x

a1

5 fonksiyonu x = 1 noktasinda sureklidir.
X

= \ X+ 1 ] fonksiyonunun x =—1 noktasinda surekli olup olmadigini bilgi ve ileti-

sim teknolojilerinden yararlanarak gdésterelim.

=|x + 1| fonksiyonunun grafigini

1 noktasindaki soldan ve sagdan limitleri he-

> HNE e
4! T 3
» CebIrPenceresl D<) |GirigYardimi
_____________ __» | © matematikset Fonksiyontar E
sqri(x) cbrt(x)
abs(x) sgn(x)
[ lglev arg()
...... L.e f(x) = x+1| floor(x) ceil(x)
““““““““““““““ round(x) 1og(bx)
exp(x) In(x)
.................... lgix) 1d(x)
sin(x) asin(x)
cos(x) acos(x)
i tan(x) atan@) -
| —— |
|
|
a
!

*a=b=cyani Ilm\x+1|—0 f(=

1) oldugundan fonksiyon x =—1 noktasinda streklidir.

X > —
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(:- UYGULAYALIM

1. f(x)= X2+ 1 fonksiyonunun x = 1 noktasinda surekli olup olmadigini gésteriniz.

2x+5, x=>2 ise
2. f(x)= ] fonksiyonunun x = 2 noktasinda surekli olup olmadigini gésteriniz.
3x>—3, x<2ise

3. Yanda grafigi verilen f(x) fonksiyonunun stireksiz ol-
dugu noktalari bulunuz.

4. Yanda grafigi verilen f(x) fonksiyonunun (-3, 3) Ay

araliginda streksiz oldugu noktalari bulunuz.

5. Yanda grafigi verilen f(x) fonksiyonuna gére asagi-
daki ifadelerden dogru olanlarin basina “D”, yanlis olan-

larin basina “Y” yaziniz.

a) f(x) fonksiyonunun x = 0 noktasindaki limiti 2

dir.

b) f(x) fonksiyonu x = 3 noktasinda sureklidir.

c) f(x) fonksiyonu [—4, 3) aralifindaki her noktada streklidir.
c) f(x) fonksiyonunun x = 3 noktasinda limiti yoktur.

d) f(x) fonksiyonunun x = 3 noktasindaki soldan limiti 4 tur.
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5.2. ANLIK DEGiSiM ORANI VE TUREV

Turev; matematigin yaninda fizik, kimya, mihendislik ve ekonomi gibi uygulamali bilimlerin hep-
sinde pek ¢cok problemin ¢cézimunu kolaylastiran, bu nedenle de buylk énem tasiyan bir konudur.
Ornegin bir driiniin maliyet fonksiyonunu biliyorsak hangi iiretim miktarinda maliyetin en distik di-
zeyde olacagini veya herhangi bir Gretim miktarinda maliyetin degisim oraninin yani maliyetin hangi
hizla artacagini veya azalacagini tirev yardimiyla bulabilmekteyiz. Benzer sekilde bir malin kar
fonksiyonunu bildigimizde hangi satis miktarinda kérin en yuksek olacagini, karin hangi hizla arta-

cagini veya azalacagini yine turev yardimiyla bulabiliriz.

Bu tur problemlerde birbirine bagh iki degisken vardir ve bu
degdiskenlerden birinde yapilan degisiklik nedeniyle digerinde
de degisme s6z konusu olur. Burada degdisme miktarindan
daha ¢ok, degismenin orani énem tagimaktadir. Oregin gii-
nimuizde altin fiyati zamanla degismektedir. Altin fiyatinin bir

ayda 1 TL artmasi ile bir yilda 1 TL artmasi arasinda ¢ok buyuk

fark vardir. Bu nedenle 6nemli olan, deg@isimin hangi miktarda

oldugu degil, hangi oranda oldugudur.

5.2.1. Turev Kavrami

B3O

y = f(x) fonksiyonunun degisim miktarini Ay, x in deg@isim AY
miktarini Ax ile gdsterelim. Sekilde e

AX =X;—X ve Ay=y;—y olmak lizere Ay

Ay . .
m =tana = Ay oranina degisim orani denir.

Diger taraftan Ay = f(x+ Ax)— f(x) oldugundan degisim > X

Ay _ fx+ax)—f(x) X+AX

orani N A tir.
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‘. Ornek

Bir hareketlinin t saatte aldigi yol (km), s(t)= 40t + 2 fonksiyonu ile veriliyor. Bu hareketlinin 5.

saatteki anlik hizini bulalim.

&R Coziim
Hareketlinin [t1, t2] zaman araligindaki ortalama hizi,

s(tz) —s(t1) _ . " iy .
= ———— formdilu ile hesaplanir. Ornegin hareketlinin [3, 5] arahgindaki ortalama hizi,

s(5)—s(3) (40.-5+52)—(40-3+32
Vor = (53_3( )=( )2( )=48 km/sa.

[5,7] araligindaki ortalama hizi,

s(7)—s(5) (40-7+7°)—(40-5+5%)
on="7_p5 = > = 52 km/sa. olur.

5 Benzer sekilde [4,5], [(4,5),5], [(4,8),5], [5.(5,2)], [5,(5,5)], [5,6], [5,7] araligindaki orta-
oo lama hizlan sirasiile 49, (49,5), (49,8), (50,2), (50,5), 51, 52 olup asagidaki tabloyu olus-

Caanc-
[ET=15]
(1ol - O

turabiliriz.
[t.t2] | [3,5] | [4.5] |[(4.5).5]|[(4.8).5]| - | - |[5.(5,2)] | [5.(5.5)] | [5.6] | [5.7]
Vort
48 49 49,5 49,8 50,2 50,5 51 52
(km/sa)

Hareketli 5. saatte radara girmis olsun. O andaki hizi yani 5. saatteki hizi, h € R* olmak izere

h - 0icin [5,5+h] veya [5—h,5] aralifindaki ortalama hizdan yararlanirsak

s(5+h)—s(5
Anlik hiz = h|imou

(5+h)-5

~ |40-(5+h)+(5+hP—(40-5+52)]
= lim

h-0 h
Iy (200 + 40h + 25 + 10h + h® — 200 — 25)
~ h

. h®+50h
= Iim —(——

h-0 h

= lim (h+50)

= 50 km/sa. olarak bulunur.
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‘. Ornek
y= x2 paraboliintn grafigine A(2, 4) noktasinda gizilen tegetin egimini AY
degisim oranindan yararlanarak bulalim.
. A(2, 4)
& Coziim
Dizlemde A(x1,y1) ve B(xz, y2) noktasindan gegen dogrunun egimi,
_y2—y1
MAB = 3, —x; ile hesaplanir.
Ornegin; y = x egrisi tizerinde A noktasina yakin B+ ((1,9),(1,9) ,
ve B2((2,1),(2,1)?) noktalari igin 0 5 mX
_ydekidegisimmiktar  2°—(1,9F -
MAB: =  deki degisimmiktarr ~ 2—1,9 >’
y deki degisim miktari  (2,1)7 —2°
MaB, = = = 4,1 bulunur.

x deki degisim miktarr 2,1 -2

E Benzer sekilde ((1,99), (1,99)), ((1,999),(1,999)), ((2,001), (2,001)?), ((2,01) (2,01)?),

((2, 1), (2,1 )2) noktalari icin ayni islemlerle asagidaki tabloyu olusturalim.

B 1((1.9).(1.95)

((1,99).(1,99%)

((1,999), (1,999 )

((2,001), (2,001)?)

((2,01),(2,017)

(21).(21))

maB

3,9

3,99

3,999

4,001

4,01

4,1

y = x? paraboliiniin grafigine A(2, 4) noktasinda cizilen tegetin egimini, h € R* olmak lizere h — 0

icin A(2,4) ve B(2 +h, (2+ h)z) noktasindan gecen dogrunun egiminden yararlanarak bulalim.

lim mag = lim
h-0 h-

(2+hp-2°

b 2rn—2

AY

. 4+4h+h*—4 . 4h+h?
lim—————— = Ilim
h-0 h h-0 h
AY
(2+h)p2r-------
______ 4._.....___

°f

H > X
22+h

Bu durumda y = x? paraboliine A(2,4) noktasinda gizilen tegetin egimi 4 tir.
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‘. Ornek

Bir hareketlinin x km yol gidebilmek icin toplam yakit gideri P(x)=5+2x+0,1x? (TL) ifadesi ile

veriliyor.
a) Gidilen yol 100 km den 200 km ye yikseldiginde giderdeki degisimi,
b) Gidilen yolun bu degisimi icin giderdeki ortalama degisim oranini,

¢) 200 km yol alindi§i anda giderdeki anlik degisim oranini bulalim.

&R coziim

a) P(200)—-P(100) = 5+2:200+ 0,1-200%2—(5+2-100 + 0,1-1002) = 4405 — 1205 = 3200 TL
P(200)—-P(100) 3200

b) Ortalama degdisim orani = 200-100 _ — 100 — 32
" _ P(200+h)—P(200)
¢) Anlik degisim orani = lim h
h-0
i 5+2:(200+h)+0,1-(200 + h*—(5+2-200 + 0, 1-2002)
= hoo h
.h2
im0 (42 40, 1h) = 420lur.
h-0 h h-0
A AY B
L =Y = f(x)
fla+h)-f(a) L f() - f()
AL I
i x-a i
f(a) f(@)  f(@)
/ o > X / o a N > X
1. sekil 2. sekil
BH a+h)—f(a a+h)—f(a
Sekilde —— = f r? £(3) +ce degisim oran w "
a+h)—f(a BH x)—f(a
AB dogrusunun egimi, m = w olur (1. sekil) veya lAH = A )2_2:( ) ise degisim
f(x)-f(a) 3 . f(x)=f(a) .
orani —— —5— olup AB dogrusunun egimi m = —— —_—— dir. (2. sekil)
BH f(a+h)-f(a) . . g
m =m=————"__orany= f(x) fonksiyonunun, x in a dan a + h ye kadar olan degi-

siminin ortalamasini verir.
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h daha kugUk secilerek sifira yaklastirildiginda B noktasi A ya yaklasir.

h — 0 i¢in limit durumunda B noktasi A ile gakisir ve AB dogrusu A noktasinda y = f(x) egrisine

teget konuma gelir.

f(a+h)-f(a) f(x)—f(a)
a

h - 0 durumunda m = — T, veyams= orani anlik degisim oranini verir.

(x=a+h)
Bir fonksiyonun anlik degisim oranina tiirev denir. Bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevi ayni nok-
tadaki tegetinin egimine esittir.

f:[a,b] >R, y = f(x) bir fonksiyon ve xo € (a,b) olsun.
o 0= 1(x0)

Jim ——— — degeri varsa bu degere y = f(x) fonksiyonunun xo noktasindaki tiirevi denir.

dy , o
f’(xo0) veya a(xo) sembollerinden biri ile gdsterilir.

X = Xo + h alinirsa x - Xo icin h —> 0 dir.

Bu nedenle y = f(x) fonksiyonunun xo noktasindaki ttrevi,

Ff(xo+h)—f(xo)

f (xo0)= i X h seklinde de tanimlanabilir.
ACR ve fiA - R, y=f(x) fonksiyonu x, € A da stirekli olsun.
)= f(X0) . 9 :
1)  lim, X=X, limitinin bir reel say degeri varsa bu degere f(x) fonksiyonunun x = x,
XﬁX0

noktasindaki sagdan tiirevi denir. f'(x;) seklinde gosterilir.

f(X)—f(XO)
m ——

2) X=X, limitinin bir reel say1 degeri varsa bu degere f(x) fonksiyonunun x = x,

X=X,
noktasindaki soldan tiirevi denir. f'(x,) seklinde gésterilir.

Bir fonksiyonun x, noktasinda sagdan ve soldan tlrevleri var ve birbirine egitse fonksiyonun x
noktasinda tarevi vardir denir.

‘. Ornek
f:R > R, f(x)=2x+1 fonksiyonunun xo = 4 noktasindaki tirevini bulalim.
&R cozim
1. Yol
, f)—f(x0) _(2x+1)-(2-4+1)  ox-g_ . 2:(X=4)_
f(xo)leLn?(o X — X0 =X||_r:n4 X —4 M x4 _x||£n4ﬁ_x“—m42=2
2. Yol
, ~ f(xo+h)—=f(xo0) , . f(4+h)—f(4)
Fo0) = fip, T ) = i, S
. (2-(4+h)+1)—(2-4+1) . 2h _ . _
= im, h = 0m h =am2=2
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f

‘. Ornek

f:R = R, f(x)=x* fonksiyonunun ttirevini bulalim.

&R Coziim
) _ f(x+h)-f(x)
F00= jim, T
X+hp —x? 2 2_ 2 h-(2x+h
=I|m( —IimX-‘_2Xh+h X =Iim¥=
h-0 h h-0 h h-0 h -
‘. Ornek
f(x)=c, (c € R) fonksiyonunun tiirevini bulalim.
&R coziim
v
) = i f(x+h)—f(x) im €€ _ im0 =
f(x)= lim h =[m =5 =/[im0=0 Sabit fonksiyonun tiirevi 0 dir.

BO

r € R olmak lizere f(x)=x" fonksiyonunun tarevi, ' (x)=r-x""" dir.

‘. Ornek

f:R > R, f(x)=x> fonksiyonunun tiirevini bulalim.

Q. Coziim

FX)=x*=F(x)=5-x"""= f(x)=5-x"tiir.

‘. Ornek

;
f(x)=x% fonksiyonunun tirevini bulalim.

&R Coziim

: Lo 1 -4 1

Fx)=x5 = f/(x)= 3% = f(x)= 2% 5= f(x)=—5 = f(x)=

5.x5
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f” fonksiyonu f fonksiyonunun tlrevlenebildidi bir xo noktasinda turevlenebiliyorsa f” fonksiyo-

d2
nuna f fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi denir. f”(x) veya d—z ile gosterilir.
X

‘. Ornek

ey
y =Xx" ise N ifadesini bulahm.
X

&R Coziim

y=Ff(x)=x*=f(x)=4x° = f"(x) = 4-3x* = 12x?

Michelle Rolle (Misel Rol), cebir alaninda ¢alisan Fransiz
matematikcidir. Kendi adiyla anilan Rolle teoremi ile bilin-
mektedir. 1690 yilinda "Cebir Kitab1" adli eserini yayinladi.

Kaynak: Ana Britannica Ansiklopedisi

(1652-1719)

C/_ UYGULAYALIM

1. Bir hareketlinin t saatte aldigi yol (km), s(t)=50t+t> fonksiyonu ile veriliyor. Hareketlinin [4,6]

zaman araligindaki ortalama hizini ve 6. saatteki anlik hizini bulunuz.

2. y=x® paraboline A(1,1) noktasinda cizilen tegetinin egimini bulunuz.
3. y =x? paraboliine B(3,9) noktasinda cizilen tegetinin egimini bulunuz.

4. f:R - R, f(x)=>5x—1 fonksiyonunun x = 1 noktasindaki tiirevini, tiirev tanimindan yararlanarak

bulunuz.

5. Asagidaki fonksiyonlarin tirevlerini bulunuz.

a) £(x)=x" b) g(x) = x* &) h(x)=x* ¢) t(x)=x4
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5.2.2. Bir Fonksiyonun Bir Noktada ve Bir Aralikta Tirevilenebilirligi

BO

f:[a,b]> R olmak lzere Vx € (a,b) icin f fonksiyonunun tlrevi varsa f fonksiyonu (a,b)
araliginda tiirevlidir denir. xo € (a,b) olmak lzere f fonksiyonunun xo noktasinda tiirevi varsa

f fonksiyonu xo noktasinda tiirevlidir.

‘. Ornek

f:R - R, f(x)=|x| fonksiyonunun x, = 0 noktasinda tiirevli olup olmadigini gosterelim.

&R coziim
X, x>0

f(x)_’X|_{—x, x<0 AY
. fx)-f(0)  [x|-0 F(x)=[x]
f(07)= lim === m S5

= fim S =1
f(o )=X|er(1)_ -0 =x“—>n(]J_ x—0

= XILr%__TX=—1

£(0%)# #/(07) oldugundan f(x)=|x | fonksiyonunun x, = 0 noktasinda tirevi yoktur.

‘. Ornek
x—1, x<1ise

fR-R, f(x)= 21, x>1 ise fonksiyonunun x, = 1 noktasinda tiirevli olup olmadigini géste-
relim.
Q. Coziim

fx)-f(1) (x*~1)-0 (x=1)-(x+1)

AN e o o _

F(1 )—XIer11+ <=1 —X|LI'T;I+ e —XILn:+ - —XIer11+(x+1)—2

i  f(x)-f(1) . x—1-0

A T

£ (17) = f/(17) oldugundan £(x) fonksiyonunun x, = 1 noktasinda tiirevi yoktur.
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‘. Ornek
x2—4, x> 2 ise
fiR-> R, f(x)= 5 y<oi fonksiyonunun x, = 2 noktasinda tiirevli olup olmadigini gos-
X—2, x<2 ise
terelim.
Q.Qézﬁm
xX)—f(2
R (5 ()
x—2 -2
24222 ema0 e (0m2)(xe2)
x—2 X—2 xoot X—2 xo2t X—2 x-2t (M)
= lim(x+2)=2+2=4
X2
o (x)-f(2)
f(27) XIer;_ X—2
 x—2-(2-2)
_XII—[T;_ X_2
— imX=220_ i X=2 4
_X—’2_ X—2 x—>2_X—2_

‘. Ornek

fiR-> R, f(x)= X2 — 2x fonksiyonunun xo = 2 noktasinda turevli olup olmadigini gésterelim.

&R coziim

f(2)= lim 7][()2:’2((2)

X2

o xP—2x—(2%2-2.2)
= lim
X—2 X—2

im X =2
x—-2 X—2
xe(x-2)
X|I_I;T12 X—2

lim x=2

X2

oldugundan f fonksiyonu xo = 2 noktasinda tarevlidir.
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‘. Ornek

fiR->R, f(x)= x? — 4x fonksiyonunun tanim kiimesi tizerinde tiirevli bir fonksiyon olup olmadigini

gOsterelim.

&R coziim
F(x)=x®—4x fonksiyonunun tanim kiimesi R dir.

f(x)-f(a)

7'(a) = Jim T—g—

x% — 4x —(a®—4a)

lim
X—>a

X—a
. xX*—a®—(4x—4a)
=XI|Lna X—a
. (x—a)-(x+a)—-4-(x—a)
=XI|£na X—a
. (x—a)-(x+a—4)
:XI|Lna X —a

lim (x+a—4)
= 2a—4 bulunur.

Va € R icin (2a—4) € R oldugundan f fonksiyonu tanim kiimesinin her noktasinda ttirevlidir.

7 N
\/H

1) Bir f fonksiyonunun x = a noktasinda tirevinin olmasi i¢in f nin x = a noktasinda sirekli ve
x = a noktasinda soldan ve sagdan tirevinin birbirine esit olmasi gerekir.

2) Bir f fonksiyonu x = a noktasinda turevli ise bu noktada sureklidir. f fonksiyonu x = a nokta-
sinda siirekli degil ise bu noktada tirevli degildir. Ornegin;

AY
e —
0 -2 » X
fx) —
x = 2 de f(x) slreksiz ve x = 2 de f(x) slreksiz ve
x = 2 de tirevi yoktur. x = 2 de tirevi yoktur.

Fonksiyon surekli olmasina ragmen turevli olmayabilir.
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Y

Fonksiyonun turevli olmadigi noktalar kirilma noktalaridir ya da bu noktalarda grafik parcaldir.

)

Yukarida grafigi verilen f(x) fonksiyonunun belirtilen noktalari icin asagidaki tabloyu érnekteki

gibi doldurunuz. (v: Belirtilen sarti sagliyor, X: belirtilen sarti saglamiyor.)

X Surekli Tarevli
-5
-3
2
0
6
8 v/ X

‘. Ornek

Yanda grafigi verilen f(x) fonksiyonunun (-3,1), (1,3)

ve (0, 3) araliklarindaki tirevlenebilirligini inceleyelim.

Q. Cozum
f(x) fonksiyonu, (=3, 1) ndaki her noktada ttrevli oldugu i¢in (—3, 1) nda turevlidir.
f(x) fonksiyonu,(1, 3) ndaki her noktada turevli oldugundan (1,3) nda ttrevlidir.

f(x) fonksiyonunun,(0,3) na ait x = 1 noktasinda turevi olmadigindan (0,3) nda turevli degildir.
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5.2.3. iki Fonksiyonun Toplaminin, Farkinin, Carpiminin ve Béliimiiniin Tiirevi

BO

f ve g tirevlenebilen iki fonksiyon olmak Uzere

[£0)+9(0)] = f(x) + g (x) ve [f (x) = g(x)] = £ (x) — g’ (x) tir.

C;

[f(x) F 9(x)] = }!i_,o h
L LFGCH ) =001 F [gxh) - g(x)]
h—0 h
O a0
‘. Ornek

F(x)=x*+x%+x®+x+1 fonksiyonunun tirevini bulalim.

&R coziim

FOO=x 43+ x+1= F(x)=(xX* +x®+x%+x+1)

= 4x3 + 3x% + 2x + 1 dir.

‘. Ornek

F(x)=x>—x%+x olduguna gére (1) degerini bulalim.

&R cozim
F)=x=x*+x=F(x)=5-x"""=3.x3 T+ 1x" T =5x* - 3¢ + 1

F(1)=5-1*-3.12+1=5-3+1 = 3tir.
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B3O

f(x) ve g(x) turevlenebilir iki fonksiyon olsun.

F(x) = £(x)-9(x) =F (x) = f'(x)- 9(x) + ¢’ (x) - f(x) tir.

«}

F'(x) = lim

(f-9)(x+h)=(f-g)(x)
h

Bu ifadenin payindan f(x)-g(x + h) ifadesini ¢ikarip ekleyelim.

fx+h)-g(x+h)—f(x)-g(x+h)+f(x)-glx+h)~f(x)-9(x)
h

= lim
h-0

i R = £ (0] g+ )+ gxc+h)— gx)]- £ (X

h-0 h

f(x+h)=f(x) g(x+h)—g(x)

= lim ———————g(x+h)+ lim =—————f(x) = f(x)- g(x) + g'(x)- f(x)

&R Coziim
1. Yol 2. Yol
g(x)=x>~1 ve h(x)=x*+2 olsun. fx)=(x®=1)-(x®+2)=x>+2x>*-x?>-2

(%)= (%) +(2x%) = (x?) = (2)
=(x3)+2 - x3+2-(x3) = (x®) - (2)

f(x)=g(x)-h(x) olur. Buna gére

f'(x)=g'(x)-h(x)+g(x)-h"(x) _

5
=(x3—1)’-(x2+2)+(x3—1)-(x2+2)’
= 5x* + 6x% — 2x

x*+0-x34+2-3x2—2x—-0

=3x2-(x2+2)+(x3—1)-2x

= 3x* + 6x% + 2x* — 2x = 5x* + 6x% — 2x olur.
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()

¢ € R olmak Uzere [c- f(x)] =¢ - f(x)+c-f(x)=0-f(x)+c-f(x)=c-f(x)tir.

‘. Ornek

£(x) = 5x5. (x® — 1) fonksiyonunun tiirevini bulalim.

&R coziim
f(x)=5x%-(x3-1) ise
F(x)=(5x8)-(x*-1)+5x8-(x3—1)

=5.6x%-(x3—1)+5x%.3x2

=30x%-(x3— 1)+ 15-x® = 30x8 — 30x° + 15x® = 45x® — 30x° bulunur.

‘. Ornek

F(x)=(x®=x*+2x)-(4x* - 2) fonksiyonunun x =—1 deki ttirevini bulalim.

Fx) == x*+2x) - (4x* - 2)
= f00= (x* = x*+2x) - (4x® = 2) + (x* = x* + 2x) - (4x® - 2)

= (5x* = 4x°+2) - (4x® = 2) + (x® = x* + 2x) - (8x)

F(=1)=(5-(=1)=4-(=1P+2)-(4- (=1 =2)+ (=1 = (-1)" +2(-1))-8:(-1)

=(5+4+2)-(4—2)+(-1-1-2)-(=8)=11.-2—-4.(~8) =22+ 32 = 54 olur.

BO

« f(x) ve g(x) turevlenebilir iki fonksiyon ve g(x) # 0 olsun.

) 10 o g LI IR 1D,
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(@

f f fx+h) f(x)
| (§><X+“>—<a><X> Cgx+h) g(x)  f(x+h)-g(x)—g(x+h)- £(x)
P | -

Bu ifadenin payindan f(x)-g(x) ifadesini ¢ikarip ekleyelim.

f(x+h)-g(x)—g(x+h)-f(x)— f(x)-g(x)+ f(x)-g(x)
)

=i
h

=0 g(x+h)-g(x).h
i T 90— F(X)-9(x) ~g(x+h)- f(x) + £(X)-9(x)
h-0 g(x+h)-g(x).h
) = £(9]-9(x) = £ (x)-[9(x+ )~ g(x)]
heo g(x+h)-g(x)-h
1 f(x+h)—f(x) g(x+h)-9g(x)
"g(x+h)-g(x) L i)
- im0 0 SO
1 £ (0900~ (x)- f(x
[g(x)]z[f( )-9() =g (x)- f(x)] [9F olur.
‘. Ornek
(x) = );Z;f fonksiyonunun tiirevini bulalim.
Q- Go6ziim
g(x)=x3-2, h(x)=x"+1 ise f(x)=% tir.
Lg% g(0)-h(x)=g(0)H ()
f(X)— h(X) :>f (X)_ [h(x)]z
_(x3—2),-(x2+1)—(x3—2)-(x2+1)l
[x2+1]2
(33 (P+1)-(®—2)-2x _ ax*+3x®—2x* +4x _ x*+3x° + 4x b
- 4 2 = 4 2 =3 2 ulunur.
X"+ 2x°+1 X +2x°+1 X +2x°+1
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‘. Ornek
x5 —2x3+1 . o
f(x) = =———=,—— fonksiyonunun tiirevini bulalim.
Q. Cozim
. 9(x) .
5 0y3 — 2 —
g(x) =x>—2x>+1, h(x) = x* ise f(x) h(x) tir.
9(x) . g'(x)-h(x)—g(x)-h'(x)
f(x)=——lise f'(x)=
( ) h(X) ( ) [h(X)]2
(P =-23+1) B -(x* -2 +1)- (x®)
— T
(5x*—6x2)- x> —(x>—2x3+1)-2x
_ 5x8—6x* —2x8 + 4x* — 2x
= i
_ 3x®—2x*—2x
N
x-(3x5-2x3-2)
35 -2x3-2 b
=-=————bulunur.

&)

Asagidaki tabloda bos birakilan alanlardaki islemleri yaparak tabloyu doldurunuz.

f | e [£(x)+ 9] [£(x)-g(x)] %
-3x2—1 | x*-1
1 ’
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Dogru boyunca hareket eden bir cismin t zamanda aldigi yolu veren fonksiyon s(t) olsun. Cis-

s(t)—s(to)

min [to, t] zaman araliginda aldigi yol, s(t)— s(to) oldugundan ortalama hizi; Vort = — dir.
Buna gore cismin to aninda hizi,

s(t)—s(to)

=lm —— =s'(to) olur.

Ayrica bir cismin hizinin birim zamandaki degisme miktari ivmeyi verir. Cismin to anindaki hizi
. o N V(t)—V(to)
V(to), t anindaki hizi V(t) ise cismin ortalama ivmesi, aort = v

O halde cismin to anindaki hiz ivmesi,

V(1) - V(to)

Im ——5 = V’(to) olur.

Buna goére dogru boyunca hareket eden bir cismin t zamanda aldigi yol s(t) ise bu cismin,

t anindaki hizi; V(t)=s'(t)

t anindaki ivmesi; a(t)=V’(t) dir.

‘. Ornek

Dogru boyunca hareket eden bir cismin t saniyede aldidi yol (metre), s(t) = t* + 5t fonksiyonu ile

veriliyor. Cismin t =5 saniye sonundaki hizini ve ivmesini bulalim.

& Coziim
s(t)=t*+5t= V(t)=s(t)=2t+5 oldugundan
V(5)=2.5+5
= 15m/sn. olur.

Cismin 5 saniye sonundaki ivmesi,

a(t)=V'(t)= (2t+5)=2m/sn.? olur.
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‘. Ornek
Bir cismin t saniyede aldi§i yol (metre),
s(t)= 2t* — 18t° + 36t% fonksiyonu ile veriliyor. Buna gére

a) Cismin 1. saniyede aldigi yolu,
b) Cismin 1. saniyedeki hizini,

c) Cismin 1. saniyedeki ivmesini bulalim.

& Coziim
a) Cismin 1 saniyede aldigi yol s(1) oldugundan
s(t)=2t*—18t° +36t° = s(1)=2-1*—18.1° + 36 - 12 = 20 metredir.
b) V(t)=s(t)=8t°-54t°+72t = V(1)=8.1>-54.121+72.1 =854 + 72 = 26 m/sn. olur.

€) V(t)=8t3-54t+72t = a(t)=V'(t)=24t>— 108t +72
= a(1)=24-1-108-1+72=-12 m/sn? dir.

‘. Ornek

Bir cismin t saniyede aldigi yol (metre) s(t)= 24t — 2t2 fonksiyonu ile veriliyor. Buna gére bu cismin

t = 4 saniye sonundaki hizini ve ivmesini bulalim.

A Coziim
s(t)=24t—2t2 = V(t)=s'(t) =24 — 4t
Cismin t = 4 saniye sonundaki hizi, V(4) =24 —4-4 =24 — 16 = 8 m/sn.

Cismin t = 4 saniye sonundaki ivmesi, a(t) =V’ (t)=(24 — 4t} =—4 m/sn.2 olur,

____________________________________________________________________________________________

Yandaki karekodu tabletinize okutarak eba.gov.tr adresine baglaniniz. Konuyla

anlatim videolarina ulasabilirsiniz.

ilgili videoyu izleyiniz. Bu sayfadaki arama motorunu kullanarak tirevle ilgili konu |

____________________________________________________________________________________________
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Sayilar ve Cebir @

1. AR-R, f(x)= x? —2x + 1 fonksiyonunun tanim kiimesinde tiirevli olup olmadigini gosteriniz.

2. f(x)= x3—1 fonksiyonunun xo = 2 noktasinda turevli olup olmadigini gésteriniz.

3.
t \ } > X
2 5 N
f(x)
Yukarida grafigi verilen f(x) fonksiyonunun belirtilen noktalari ve araliklari icin asagidaki tabloyu
6rnekteki gibi doldurunuz. (v: Belirtilen sarti saghyor, X: belirtilen sarti saglamiyor.)
X Surekli Turevli
-7
-5 X
-3 v
-2
7
(-7.-5)
(-2.5)
2x+1, x> 2 ise
4. f'R-R, f(x)={ 5 , x=2 ise fonksiyonunun x = 2 noktasinda tiirevi olup olmadigini gés-

—X+7, X< 2 ise
teriniz.

5. fiR - R, f(x)=x2—5 fonksiyonunun tanim kiimesinde tiirevli olup olmadigini gdsteriniz.
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6. Yanda grafigi verilen f(x) fonksiyonunun strekli olma-

sina ragmen tlrevlenebilir olmadigi noktalari bulunuz.

7. Yanda grafigi verilen f(x) fonksiyonuna gére asagidaki

ifadelerden dogru olanlarin basina “D”, yanhs olanlarin
basina “Y” yaziniz.

a) x =—2 noktasinda sureklidir.

b) X = 4 noktasinda sureklidir.

c) x = 4 noktasinda tlirevlenebilirdir.

c) x = 2 noktasinda surekli fakat turevli degildir.
d) x = 0 noktasinda tirevlidir.

e) (—2,2) nda turevlidir.

f) (0, 3) nda turevlidir.

Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.
a) f(x)= 4x° —2x3 + 5x — 1
b) g(x)=x°-(4x®—8x)

c) h(x)=(x*-5x%)-(9x%-8x)

x2+2

¢) t(X)= 4
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15.

16.

17.

Sayilar ve Cebir @

. f(x)= 5x° —9x® ve g(x)= x'° olduguna goére asagidaki fonksiyonlarin tirevlerini bulunuz.

f(x)
a) f(x)+9(x) b) f(x)—g(x) c) f(x)-g(x) ¢) )

f(x)=4x —% fonksiyonunun tirevini bulunuz.

f(x)= 7_% fonksiyonunun xo = 2 noktasindaki tiirevini bulunuz.

f(x)=5x—2Vx ise f'(4) degerini bulunuz.

f(x)= — ise f'(0) degerini bulunuz.

f(x)=mx?—2x+6 ve f (1) =0 ise m degerini bulunuz.

Bir cismin t saniyede aldigi yol (metre), s(t) = 3t> — 16t + 90t + 10 fonksiyonu ile veriliyor.
Buna gére cismin;
a) 2. saniyedeki hizini,

b) 2. saniyedeki ivmesini bulunuz.

150 metre yuksekten birakilan bir cismin t saniyede aldigi yol (metre), s(t)= 3,6 t? fonksiyonu ile

veriliyor.
a) Cismin 3. saniyedeki hizini,

b) Cismin 3. saniyedeki ivmesini bulunuz.

Bir cismin t saniyede aldi§i yol (metre), s(t) = 48t — 4t> fonksiyonu ile veriliyor.
a) Cismin 5. saniye sonundaki hizini,
b) Cismin 5. saniye sonundaki ivmesi,

¢) Cismin 5. saniye sonunda almis oldugu yolu bulunuz.
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5.2.4. iki Fonksiyonun Bileskesinin Tiirevi

BO

* f ve g tlrevlenebilir fonksiyonlar olmak tzere

9GO = 9 () £ () .
¥ =(gof)(x) = 9(£(x)) fadesinde £(x)=u=>y = g(u) ol
4= 0= £/ =3 ve y=g() = g/(u)= g ol
VG R = g (6) £ (=g (F(x) (x) elde el

Yukaridaki kurala zincir kural ad verilir.

‘. Ornek

F(x)=3x>+1 ve g(x)=x> ise y=(gof)(x) bilegke fonksiyonunun ttrevini bulalim.

&R Coziim
y = (gof)(x) = y" =g (f(x))- £ (x) £ = 3 +1 = f(x) = 15%¢
=g (8x°+1)-15x" g(x)=x3 = g'(x) = 3x2
=3.(3x°+ 1) 15x*
—45.(3x5+1)%-x* olur.
‘. Ornek

F(x)=(x®+1)° olduguna gére f(x) fonksiyonunu bulalim.

&R céziim
g(x) = h(x) = x%+ 1 olarak alinirsa g(x)=x%= g'(x) = 5x*
f(x) = (goh)(x) yazilabilir. h(x)=x3+1 = h'(x) = 3x?
f(x) = g'(h(x))-h’(x)

gC+1)-(C+1)=5.3+1).3x¢=15.x>+1)* - x2 elde edilir.
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N

‘. Ornek
3 o . dy
y=4t"+1, t=3x+2 olduguna gorealbulallm.
&R coziim
dy dy dt _ 2 o 2
a_a.&_m’a.t -3 =36(3x +2)° bulunur. %:4.3’(2 %:3
©odx

v

f ve g tirevlenebilir iki fonksiyon ve n € R olmak lzere

F)=[g(x)" = f'(x)=n-[g(x)]""-g'(x) .

‘. Ornek

F(x) = (8x*+x°)° fonksiyonunun x =— 1 deki tiirevini bulalim.

Q. Cozim
F)=(3x*+x%° = £/ (x) =5-(8x* + x3)* - (3x* +x%) = 5. (3x* +x%)* - (12x° + 3x%)

= f(-1)=5-(3- (=1 + (1)) - (12 (=12 +3-(-1})

=5.2%.(-9)=—720olur.

‘. Ornek

F(x)=%(x*+ 1)® fonksiyonunun tirevini bulalim.

Q. Coziim

2
(417 (1)
X

1

(x2+1)7%-2x=4—-
3 1

(x®+1)3
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‘. Ornek

g'(7)=—4 ve f(x)=g(3x+4) olduguna gére f'(1) degerini bulalim.
&R Coziim

f(x)=9(3x+4)= f(x)=9g(3x+4)-(3x+4)=3-g'(3x+4)

x=1=f(1)=3-¢(83:-1+4)=3-9'(7)=3-(—4) =—12 elde edilir.

C_ UYGULAYALIM

—h
N

£(x) = (5x —2)'"° fonksiyonunun tirevini bulunuz.

2. Asagidaki fonksiyonlarin tirevlerini bulunuz.

]

a) f(x

b) g(x)=3/(2x+ 3y

3. g(2)=8 ve f(x)=g(x*+x) ise f(1) degerini bulunuz.
4. f(x)= x*+1 ve g(x)=23x+2 olduguna gore (fog)' (1) degerini bulunuz.
3 > g . dy
5. y=5t2+1, t=4u+2, u=x*—1 olduguna goére x| bulunuz.
6. f(x)=x*+g(4x—3)veg (5)=3 olduguna gére f'(2) degerini bulunuz.
7. f(x)=x%—x+1ve g(x) = x3+4x? olduguna gore
a) (fog)'(x) b) (gof )'(x)

tdrevlerini bulunuz.

202




Sayilar ve Cebir @
5.3. TUREVIN UYGULAMALARI

5.3.1. Bir Fonksiyonun Artan veya Azalan Oldugu Araliklar

BO

f:[a,b] » R olmak lUzere Vx1, x2 € [a,b]igin x1 < x2 iken f(x1) < f(x2) oluyorsa f fonk-
siyonu [a, b] nda artandir.

Ay

£(x,) |
£(x,) 4

oax1x2b O a x5 X,

f:[a,b] > R olmak Uzere Vx1, x2 € [a,b] i¢gin x1 < x2 iken f(x1)> f(x2) oluyorsa f fonk-
siyonu [a,b] nda azalandir.

Ay

f fonksiyonu [a,b] nda artan ise bu araligin her noktasinda tegetinin egimi pozitif (6 dar agi),
azalan ise tegetinin egimi negatiftir (0 genis aci).

AY

/d;;

0 a X b (0]

(0 dar a¢i oldugundan m = tan 6 pozitiftir.) (0 genis agi oldugundan m = tan 6 negatiftir.)
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fi[a,b] » R, y = f(x) sabit fonksiyon ise m = tan = 0 dir. 1o ,L,

AY

4 N
f:[a,b] » R, y = f(x) fonksiyonu (a,b) nda ttrevlenebilir olsun. Vx € (a,b) icin

2) f(x)<0=y=f(x) azalan fonksiyondur.

)

1) f(x)>0=y=f(x) artan fonksiyondur.
(
(

3) f(x)=0=y=f(x) sabit fonksiyondur.

‘. Ornek

f(x)=2x+ 1 fonksiyonunun artan oldugunu gosterelim.

&R coziim

f(x)=2x+1= f'(x)=2>0 oldugundan f(x)= 2x+ 1 artandir.

‘. Ornek

f(x)= x° —4x+ 2 fonksiyonunun artan ve azalan oldugu araliklari bulalim.

Q. Coziim

Fonksiyonun artan ve azalan oldugu araliklari bulmak i¢in birinci trevinin isaret tablosunu olusturalim.

FX)=x*—4x+2= f'(x)=2x—4 = f'(x)=0=2x-4=0=>x=2

—co 2 co
f (%) - 0 +
£(%) N\ Ve
Azalan Artan

(—o0,2) nda f’(x) < 0 oldugundan f fonksiyonu (—oo, 2| nda azalandir.

(2,00) nda f'(x) > 0 oldugundan f fonksiyonu [2, ) nda artandir.
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F(x)=x*— gxz —6x+ 2 fonksiyonunun azalan oldugu aralig bulahm.

YA Coziim
f(x):xs—%x2—6x+2:>f’(x):3x2—3x—6
— oo —1 2 oo
F(x)=0=3x"-3x-6=0
f(x) + - 0 4
2
X"=x-2=0
fo| NS
(x—2)(x+1)=0=>x1=2, xo=—1 Artan Azalan Artan

(—=1,2) nda f’(x)< 0 oldugundan f fonksiyonunun azalan oldugu aralk [—1,2] dir.

‘. Ornek

f(x)= 2x3 +x% - (a+1)x+ 3 fonksiyonunun gercek sayilarda daima artan olmasi icin a nin alabile-
cegi deger araligini bulalim.

A Coziim
f fonksiyonunun gercek sayilarda artan olmasi icin Vx € R igin f’(x) > 0 olmahdir.
F)=2x3+x*—(a+1)x+3= f(x)=6x>+2x—(a+1)
f’(x) > 0 olmasi icin A < 0 olmalidir.
A=2%-4.6.[-(a+1)]<0=>4+24a+24 <0
=24a+28< 0

= a< —%olmalldlr.

Dolayisiyla a € (—OO, %7] olur.

Baskatsayisi pozitif olan bir fonksiyonun daima pozitif olmasi icin fonksiyonun kéki olmamaldir.

Aksi takdirde fonksiyon negatif degerler de alabilecektir. Dolayisiyla pozitif baskatsayili bir fonksiyo-
nun daima pozitif olabilmesi icin A < 0 olmalidir.
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‘. Ornek
y = f(x) fonksiyonunun [—8, 8] ndaki grafigi sekil- AY

deki gibidir. Buna gére f'(x) > 0 esitsizligini saglayan y=£()

x tam sayilarinin toplamini bulalim.

&R coziim
[-8,—3]| nda f fonksiyonu artan oldugundan [—8,—3) nda f’(x) > O dr.
[-3,3] nda f fonksiyonu azalan oldugundan (—3,3) nda f’(x) < 0 dir.
[3,8] nda f fonksiyonu artan oldugundan (3,8] nda f’(x) > O dir. Buna gére
f’(x) > 0 sartina uyan tam sayilar,

-8,-7,—6,—-5,—-4,4,5,6,7,8 oldugundan bu sayilarin toplami 0 dir.

‘. Ornek

Yanda y = f(x) fonksiyonuna ait tirevin grafigi Ay

verilmistir.

Buna gore f(x) fonksiyonunun azalan ve artan

oldugu arahklari bulalim.

Q. Cozum
Grafigin isaret tablosunu inceleyelim.
X |—o0 -6 3 7 + o0
(%) -0 + 0 - 0 4+
f(x) \ el N\ A
Azalan Artan Azalan Artan

f fonksiyonu x € (—o0, —6]ve[3,7] igin azalan, x € [-6,3]ve[7, o) igin artandir.

206



Sayilar ve Cebir @

Cj- UYGULAYALIM

1. f(x)= x®—3x®—9x+ 1 fonksiyonunun artan ve azalan oldugu araliklar bulunuz.
2. f(x)=x®-27x fonksiyonunun azalan oldugu arali§ bulunuz.

3. Asagidaki fonksiyonlardan hangileri gergek sayilar kiimesinde daima artandir?

a) f(x)=2 b) f(x)=2x
c) f(x)=2x+1 ¢) f(x)=—2x+1
d) f(x)=x° e) f(x)=-x"
) fx)=-x"+1 g) f(x)=(x+1)

4. £:[0,2x] » R, f(x)=sinx fonksiyonunun artan oldugu araligi bulunuz.

y=£(x)

Yukarida f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir. f(x) > 0 sartini saglayan x tam sayilarinin top-
lamini bulunuz.

6. f(x)= mx®+3x® —x+ 10 fonksiyonunun gergek sayilar kiimesinde daima azalan olmasi igin m

hangi aralikta deger almahdir?

7. f(x)=3x*—16x3+24x2 + 4 fonksiyonunun artan ve azalan oldugu araliklari tiirevinin isaretini in-

celeyerek bulunuz.
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8. Sekilde verilen y = £(x) fonksiyonunun artan ve
azalan oldugu araliklari, birinci tirevinin isareti-

ne gére bulunuz.

9. Sekilde verilen y = f(x) fonksiyonunun grafi-
gine gore asagidakilerden hangisi veya han-
gileri daima dogrudur?

A y
y=f(x)

10. Ay

w T

')

6/

t t » X
3 5\/7

Yukarida f’(x) tirev fonksiyonunun grafigi verilmistir. Buna gére asagidaki ifadelerden dogru olan-

larin basina “D”, yanlis olanlarin basina “Y” yaziniz.

a) [-8,— 5] nda f(x) artandir.
b) [~7,-5] nda f(x) azalandr.
c) [-3,3] nda f(x) artandir,

¢) [5,7] nda f(x) azalandir.

d) [0,5] nda £(x) artandir.
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5.3.2. Bir Fonksiyonun Ekstremum Noktalari

BO

f:[a,b] > R, y= f(x) fonksiyonu verilsin.

Ay

Yerel
maksimum

b
I > X
i
Xo € (a,b) ve Vx € [a,b]icin f(xo0) < f(x) ise
X [—oc0 a Xo Xy +oo
f fonksiyonu xo noktasinda yerel minimuma sahiptir ()
"(x - 0 +
denir. Diger bir ifadeyle x, € (a,b) ve h > 0 i¢in f
fonksiyonu (x, —h, x,+h) nda en kiguk degerini X, f) \ /
noktasinda aliyorsa (x,, f(X,)) yerel minimum nokta- f(a) f(xo)  f(x1)
—
sidir. Yerel minimum
Eger x1 € (a,b) ve Vx € [a,b]igin f(x1)> f(x) X |—oo % X b oo
ise f fonksiyonu x4 noktasinda yerel maksimuma /
f(x) + 0 -
sahiptir denir. Diger bir ifadeyle x, € (a,b) ve h >0
icin f fonksiyonu (x; —h, x; + h) nda en buytk degeri- f(x) / \
ni aliyorsa (x4, f(xy)) yerel maksimum noktasidir. f(xo)  f(x1)  f(b)
/\_
f fonksiyonunun (x,—h, xo+h) nda en kiigiik ya Yerel maksimum

da en blyuk degerini almasi demek, x, In civarinda yani ¢ok yakininda f(x,) dan daha kigik ya da

daha blyik deger almamasi anlamina gelmektedir.

y = f(x) fonksiyonunun yerel minimumlarindan en ki¢tgine mutlak minimum noktasi, yerel

maksimumlarindan en blyiguine ise mutlak maksimum noktasi denir.

Minimum ve maksimum noktalarina fonksiyonun ekstremum noktalari denir.
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Bir fonksiyonun tanim kiimesinde yerel maksimum ve yerel minimum noktalar birden fazla olabilir.

AY

fleyrommmee e

Sekilde y = f(x) fonksiyonunun [a, e| ndaki grafigi veriimistir. Grafige gére x = b ve x = d nok-
talarinda fonksiyonun yerel maksimumu, x = a, x = ¢ ve X = e noktalarinda ise yerel minimumu

vardir. Ayrica X = b noktasinda mutlak maksimumu ve x = e noktasinda mutlak minimumu vardir.

f(b)ve f(d) degerleri fonksiyonun yerel maksimum degerleri, f(a), f(c) ve f(e) degerleri ise

fonksiyonun yerel minimum degerleridir.

‘. Ornek

Yanda y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Grafige gore f(x) fonksiyonunun yerel maksimum, ye-
rel minimum, mutlak maksimum ve mutlak minimum

noktalarinin apsislerini bulalim.

A Coziim

Grafije gére x =—6 ve x =4 apsisli noktalarinda yerel maksimum, x =—2 apsisli noktada yerel
minimum vardir. X =—6 apsisli nokta mutlak maksimum ve x =—2 apsisli nokta ise mutlak minimumdur.

Fonksiyon x = 6 i¢in taniml olmadigindan bu noktada yerel minimum yoktur.
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Dikkat edilirse fonksiyonun azalan oldugu
araliktan, artan oldugu araliga gegctigi nokta Yerel maksimum
yerel minimumdur. Artan oldugu araliktan

azalan oldugu araliga gectigi nokta ise yerel

y=£(x)

maksimumdur. Bu noktalarda fonksiyonun ti- / 0

revi isaret degistirmektedir.

Tarevli bir fonksiyonun bir noktada ye-
rel ekstremuma sahip olmasi i¢cin o noktada
fonksiyonun tdrevinin isaret degistirmesi ge-
rekmektedir. Bu noktalarda fonksiyonun tire-

vi ya sifirdir ya da yoktur.

\_/

Yerel minimum

Y
x

‘. Ornek

fiR->R, f(x)= x®+3x% — 2 fonksiyonunun varsa ekstremum noktalarini bulalim.

& Coziim
F(x)=x*+3x*—2 = f(x) = 3x* + 6x

32 +6x=0=3x-(x+2)=0=x1=0, X2 =—2

f(x) fonksiyonunun tirevi x, = 0 ve x, =—2 de isaret degistirdiginden

x; = 0 ve x, =—2 de yerel ekstremuma sahiptir.

x1=0= f(0)=0%+3.0°—2=-2 X

— 0

X2 =-2= f(-2)=(-2P+8.(-2f-2=-8+12-2

Fonksiyonda (—2,2) noktasi yerel maksimum, (0,—2)

noktasi yerel minimum noktasidir.
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‘. Ornek

FiR - R, f(x)=x>—-12x+6 fonksiyonunun varsa yerel ekstremumlarini bulalim.

Q. Go6ziim
_ 3 Fy) — ay?
f(x)=x"—12x+6 = f'(x)=3x"—12 X |0 o 5 4oo
3x2-12=0=3-(x*-4) =0 £ (x) + 0 - <£ +
38.(x=2)-(x+2)=0= x1 =2, x2=—2 olur. fx)| N ‘ /
22 -10
' (x),x; =2 ve x, =—2 de isaret degistirdiginden f(x), ' W N
Yerel Yerel
X; =2 ve x, =—2 de yerel ekstremuma sahiptir. maksimum minimum

f(2)=2%-12.2+6=-10

f(=2)=(-2P-12.(-2)+6=-8+24+6=22

Fonksiyon (—2,22) noktasinda yerel maksimuma,

(2,—10) noktasinda yerel minimuma sahiptir.

‘. Ornek

f:R >R, f(x)=(x—2)+1 fonksiyonunun varsa yerel ekstremumlarini bulalim.

&R Coziim

F(x)=(x=22+1= f(x)=3.(x—2f

—oco 2 o

3.(x-2Ff=0=>x1=x2=2

Tablodan goruldiigu gibi fonksiyonun tlirevi isaret degis-
tirmemektedir. Buna gdére fonksiyonun ekstremum noktalar f(x) e yud

yoktur.
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‘. Ornek

y = f(x) fonksiyonuna ait ttrevin grafigi sekildeki gibidir. Buna gore f fonksiyonunun ekstremum-

larini bulalim.

&R Coziim

Grafige gore fonksiyonun tirevine ait
X | —oo -5 —1 6
isaret tablosu yandaki gibidir.
f’(X)+)—o+#+

Tabloda goérildugu gibi fonksiyonun

1 7 N | ‘

x =—5 apsisli noktada yerel maksimumu

x =—1 apsisli noktada yerel minimumu f(=5) f(=1)  f(6)

) N N
vardir. Yerel Yerel

maksimum  minimum

‘. Ornek

fiR-> R, f(x)= X2 +(n— 2)x + 6 fonksiyonunun x =—2 apsisli noktada bir yerel maksimumu var-

sa n nin alabilecegdi de@eri bulalim.

&R coziim
Fonksiyonun x =—2 apsisli noktada yerel maksimumu varsa f'(—2)=0 dir. (Fonksiyonun turevi
x =—2 de isaret degistirmektedir.)
FX)=x>+(n—2)x+6 = f/(x) =3x>+n-2
f(-2)=0=3-(-2f+n-2=0
12+n-2=0

n=—10 olur.
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‘. Ornek

fiR->R, f(x)= 3x* + 4x®+ 6 fonksiyonunun mutlak minimumunu bulalim.

&R coziim
Fx)=3x*+4x°+6 = f(x)=12x° + 12x°
Fx)=0=12x3+12x* =0 = 12x* - (x +1)=0 = x1 =x2 =0, x3 =—1 dir.
1

f(=1)=3-(-1)*+4.(-1°+6=3-4+6=5

Fonksiyonun (—1,5) noktasinda yerel mini-
X |—oo -1 0 + 00
mumu vardir. Bu noktadan baska yerel minimum
"(x -
olmadigindan en kiicik yerel minimum yani mut- () P * % -
lak minimum noktasi da (—1, 5) tir. f(x) A el H el
5
—

Yerel minimum

‘. Ornek

FiR > R, f(x)=x>-3x*—9x+2 fonksiyonunun yerel ekstremumlarini bulalim.

&R coziim
F(X)=x>—-3x*—9x+2 = f(x)=3x"—6x—9
F(x)=0=3x"-6x-9=0=3-(x*-2x-3)=0=3-(x-3)-(x+1)=0=x1 =3, xo=—1
f(8)=3%-38.32-9.3+2=27-27—-27+2=-25 oldujundan (3,—25) yerel minimum nokta-
sidir.

f(=1)=(=1P-3.(=1%-9.(-1)+2=-1-3+9+2 =7 oldugundan (—1,7) yerel maksimum
noktasidir.

X |—oco -1 3 +o00
f(x) + 0 - 0 +
(%) / N\ v
7 25
N Nz
Yerel Yerel
maksimum minimum
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FiR = R, f(x)=x—6x*—15x+2 fonksiyonunun yerel ekstremumlarini bulalim.

&R coziim
F(x)=x*—6x>—15x+2 = f'(x) = 3x*—12x— 15
F(x)=0=3x*-12x-15=0
X°—4x-5=0=(x-5)-(x+1)=0=x1=5, x2 =—1 dir.
x1 =5 icin f(5)=5°-6-5°~15.5+2
=125-150—-75+2

‘. Ornek

=-98 yerel minimum degeridir. (5, — 98) yerel minimum noktasidir.

x2=—1igin f(-1)=(-1°-6-(—1F—-15-(=1)+2

=—1-6+15+2
=10 yerel maksimum degeridir. (—1,10) yerel maksimum noktasidir.
X — 00 —1 5 + oo
f(x) + 0 - 0 +
f(x) /! N -
10 -98
N —
Yerel Yerel
maksimum minimum
*. Ornek
f(x)= %x3 —2x%—5x+m fonksiyonunun yerel maksimum degeri 4 ise m kagtir?
&R Coziim

f(x)=%x3—2x2—5x+m = f(x)=x"—4x-5

F(X)=0=>x*-4x-5=0=(x-5)-(x+1)=0=x1 =5, Xxo =—1

X |—oo -1 5 + oo
(%) + ) - 0 +
/! N e
Yerel Yerel
maksimum minimum

Maksimum degeri 4 oldugundan f(—1)= 4 olmalidir. Buna gére

f(-1)=5- (-1 =2-(-1F=5-(-1)+m=4

1 41 im-= —qa _4
—3—2+5+m—4:> 3+m—1:>m—1+3:>m—30Iur.
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- GeoGebra programini galistirarak giris alanina x® — 3x fonksiyonunu yazarak bu fonksiyo-
nun grafigini olusturahm.

(5]~ v &y x=x= ¢ | &

1| Giris...

(=)= v]& oy x~ ¢ [|®

1 f:=x*-3x H : {
ﬂ—o fi=x-3x ¥ [

2 |

» Tarev komutunu kullanarak fonksiyonun tirevinin grafigi olusturalim.

Blea -t >o0O 4 N=e

1 =X -3x Ex e EAREEERaaE| IeESREEREREEEE ’
L f(x) := x> —3x i ]

2 B(x) == Tiirev( f(x))
_._l_. B(x) := 3x2—3
g Giris.. | 3

5 5 »
|
B ==
—

==

+ Grafikleri karsilastirarak maksimum ve minimum noktalari bulunuz.
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C- UYGULAYALIM

1. fiR - R, f(x)=x*>—75x+6 fonksiyonunun varsa yerel ekstremumlarini bulunuz.
2. fiR- R, f(x)=(x—-2)+8 fonksiyonunun varsa yerel ekstremumlarini bulunuz.
3. f:[-44]> R f(x)= x? —4x+5 fonksiyonunun yerel minimumunu bulunuz.

4. f:[-2,1] > R, f(x)=3x"+4x>+5 fonksiyonunun yerel ve mutlak ekstremumlarini bulunuz.

Yukarida tirevinin grafigi verilen f fonksiyonunun, x in hangi degerleri igin yerel ekstremumu var-
dir? Bulunuz.

6. R-R, f(x)= x> —6x%+9x + 3 fonksiyonunun yerel ekstremumlarini bulunuz.

7. f(x)= %xs —3x%2—7x+m fonksiyonunun yerel minimum degeri —5 olduguna gére m kactir?
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y =1

Sekilde y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir. Buna gére asagidaki ifadelerden dogru olanlarin
basina “D”, yanlis olanlarin basina “Y” yaziniz.

a) Yerel minimum degeri —3 ve —2 dir.
b) Yerel maksimum degeri 2 ve 4 tur.

c) Mutlak maksimum degeri 2 dir.

) x € (=2,3)i¢in f/(x) > 0 dir.

d) X € (—4,-2)icin f(x) < 0dr.

e) f'(—=4)=0dr.

f) f(1)<0dr.

g) f'(=1)> 0dr.
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5.3.3. Tiirev Yardimiyla Bir Fonksiyonun Grafiginin Cizimi

B3O

Bir polinom fonksiyonun grafigi gizilirken asagidaki adimlari uygulamak kolaylhk saglar:
1) Fonksiyonun tanim kiimesi bulunur.

2) Fonksiyonun eksenleri kestigi noktalar bulunur.

3) Fonksiyonun birinci tlrevi incelenerek varsa ekstremum noktalari bulunur.

4) Degisim tablosu yapilarak bu tabloya gére grafik cizilir.

‘. Ornek

£(x) = x®—4x fonksiyonunun grafigini gizelim.

Q. Cozum
F(x) = x* — 4x fonksiyonu Vx € R igin tanimli oldugundan tanim kiimesi R dir.

« x2—4x=0=x- (x—4)=0= x4 =0, x2 =4 oldugundan fonksiyonun grafigi, eksenleri (0,0)

ve (4,0) noktalarinda keser.
F(X)=x*—4x= f/(x)=2x—4=>2x-4=0=>2x=4=>x=2

X=2icin f(2)=2°-4.2=4-8=—4

X |T* 0 2 4 00
A R T S
AY
o NN LSS
F(X) = x2 - 4x
0 -4 0
N
Yerel minimum
Simdi degisim tablosunu olusturarak grafigi cizelim. > X

(@)
P B N
N
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‘. Ornek

f(x) = (x—2) fonksiyonunun grafigini gizelim.

&R Coziim
® f(x), polinom fonksiyon oldugundan tanim kiimesi R dir.

®(x— 2)3 =0 = x—2 =0 = x = 2 oldugundan fonksiyonun grafigi x eksenini (2, 0) noktasinda ke-
ser.

x=0 igin f(0)=(0-2)*=(-2)° =—8 oldugundan grafik y eksenini (0, —8) noktasinda keser.
o f(x)=(x=2)"= f(x)=3(x—2)
3-(x=2P=0=>(x-2/=0=>(x-2)(x—-2)=0=>x-2=0
X=2
x = 2 (cift katl kok)

x=2icin f(2)=(2-2P=0 X |—oo 5 oo
Simdi degisim tablosunu olusturalim. £ (x) N (i} N
Degisim tablosundan fonksiyonun ekstremum noktasinin

olmadigr anlasiimaktadir. (%) / ‘ /

0
AY

f(x)
Grafigin cizimini kolaylastirmak icin

x=1ve x=3 iginde f(1)ve f(3) bulalim.
f()=(1=-2P=(=1)=-1
f(3)=(3-2)°=1°=1 oldugundan grafik

—4-3-2 1,17
(1, —1) ve (3, 1) noktalarindan gecer. ]
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‘. Ornek

F(x) = x* — 2x% + x fonksiyonunun grafigini gizelim.

Q. Cozium
® f(x), polinom fonksiyon oldugundan tanim kiimesi R dir.
e f(x)=0=>x-2x*+x=0=x-(x¥*-2x+1)=0
x-(x—1%=0
x =0, x—1=0 = x =1 (¢ift kath kok)

Buna gore grafik x eksenini (0, 0) noktasinda keser, (1, 0) noktasinda ise x eksenine tegettir.
o f(x)=x*—2x+x = f'(x)=3x*—4x+1
3X?—4x+1=0=(3x-1)-(x—1)=0=3x—1=0vex—1=0

3x =1 x=1
_1
X=3
O P O B G
1(3)=(3)-2(3) +%
1. 2 1
=277 9713
1-6+9
- 27
_ 4
27
F(1)=13-2-1241
1
=1-2+1=0 X |—oo 3 1 + oo
Simdi degisim tablosunu olusturalim. f'(x) + D B 0 +
(%) / M v
4 0
f(x) 27
N N
Yerel Yerel
maksimum minimum
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‘. Ornek

f(x) = (x— 4 fonksiyonunun grafigini gizelim.

Q. Coziim

e f(x)=(x—4), polinom fonksiyon oldugundan tanim kiimesi R dir.
° f(x)=0=(x—4F=0= x=4 (gift kath kok)
Grafik (4, 0) noktasinda x eksenine tegettir.
x =0 icin f(0)=(0-4) =16 oldugundan grafik y eksenini (0, 16) noktasinda keser.
e fX)=(x—47 = f(x)=2-(x-4)
=2x—8
f(x)=0=f(x)=2x—8=0=>2x=8=>x=4

f(4)=(4-47=0 X |—o0 4 + oo
Fonksiyon (4, 0) noktasinda minumum degeri alir. (%) ~ )
f(x) ~
0
—
Yerel
Simdi grafigi cizelim. minimum
AY
f(x)
(16
[e) 4 » X

222



Sayilar ve Cebir @

‘. Ornek

f(x)=(x+1)-(x—2) fonksiyonunun grafigini gizelim.

Q. Coziim

«  Fonksiyon Vx € R igin tanimlidir.
« (x+1)-(x—2P2=0= xs=—1, x2 = x3 = 2 dir. Fonksiyonun grafigi x ekseni iizerinde (—1,0)

ve (2,0) noktalarindan geger.
x = 2 ¢ift kath kok oldugundan grafik (2, 0) na tegettir.
x=0igin (x+1)-(x—2F=(0+1)-(0-2F=1-4=4
oldugundan grafik y eksenini (0,4) nda keser.

o f)=(x+ 1) (x=2f = £ (x)

x—2P+2.(x=2)-(x+1)
(x=2)-((x—=2)+2(x+1))
(x—2)-3x

3x-(x—2)
f(x)=3x-(x—2)=0=x=0, x=2dir.

x=0= f(0)=(0+1)-(0-2F =4
x=2=f(2)=(2+1)-(2-2F=0

(0,4) ve (2,0) yerel ekstremum noktalaridir.

+  Simdi deg@er tablosunu olusturarak grafigi cizelim.

x |7 0 2 o0 £O) = (1) - (x-2)%
f'(x) + 0 - 0 +
fo | S NS
4 0
S —/
Yerel Yerel .
maksimum  minimum /_1 > X
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‘. Ornek

f(x)= 2x® — 6x® fonksiyonunun grafigini bilgi ve iletisim teknolojileri yardimiyla gésterelim.

&R coziim

+ GeoGebra programinda giris alanina 2x® — 6x? yazarak grafigi olusturalim.
S

» Cebir Penceresi » Grafik
- Nokta i i

L@ A=(1,4)
- lglev I TR SRR S SHRUWIE (O
] f(x) = 2x3—6x2

............................................................

 Fonksiyon (2, —8) noktasinda yerel minimum, (0, 0) noktasinda yerel maksimuma sahiptir.
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&)

Asagidaki adimlar takip ederek f(x)=(x—2)-(x + 1)? fonksiyonunun grafigini giziniz.
1) f(x) fonksiyonunun tanim kiimesini bulunuz.

2) Fonksiyonun x ve y eksenlerini kestigi
noktalari bulunuz.

3) Fonksiyonun birinci tirevini inceleyerek
varsa ekstremum noktalarini bulunuz.

4) Degisim tablosunu yaparak fonksiyonun > X

grafigini giziniz.

‘. Ornek

fiR->R, f(x)= x® —mx®+x — 1 fonksiyonunun grafiginin yerel minimumunun apsisi x = 2 ise m

kactir?

&R Coziim
f(x) fonksiyonunun yerel minimumunun apsisi x = 2 ise f'(2)= 0 olmahdir.

Buna gore,
F(x)=x}—mx?+x—1= f(x)=3x>—2mx + 1 olur.

F(2)=0=3.22-2.m-2+1=0

12—-4m+1=0
13—4m =0
—4m =-13
m—Eolur
= .
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‘. Ornek

fiR-> R, f(x)= x® —ax® — bx + 2 fonksiyonunun grafiginin ekstremum noktalarindan biri A(—1, 3)

olduguna gére a + b toplamini bulahm.

Q. Coziim

A(—1,3) noktas! grafigin tizerindedir. Buna gore

f(=1)=3 tir.

F(x)=x*—ax®—bx +2

= f(-1)=(-1P-a-(-1Ff-b-(-1)+2=3
~1-a+b+2=3

—a+b=2dir.
A(—1,3) ekstremum nokta oldugundan
f'(x)=3x*—2ax—b

f(=1)=3(-1F-2a-(-1)-b=0

3+2a-b=0

2a—b=-3
Buna gore,
—atb=2
2a—b=-3
a=-—1

—a+b=2=>—-(-1)+b=2=b=1di.

Buna gére a+b=—1+1=0 olur.
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‘. Ornek
Yanda f(x) fonksiyonunun turevine ait grafik verilmis- Ty
tir. f(x) fonksiyonunun ekstremum noktalarina ait apsis-
leri bulalim.
Q. Cozum
f(x) fonksiyonuna ait tiirevin isaret incelemesini yapalim.
X |—o0 -5 -1 4 9 +oo
GO - 0 + 0 - - 0 +
f(x)
N4 N | | A

f(x) fonksiyonuna ait tirevin isaret degistirdigi noktalar ekstremum noktalari oldugundan bu nokta-

larin apsisleri, =5, —1ve 9 dur.

‘. Ornek

Sekilde f(x) fonksiyonunun birinci tirevine ait ry
grafik verilmistir. Buna gore f(x) in yerel maksimum

noktasinin apsisini bulalim.

Q. Cozum
f'(x) nin degisim tablosu yandaki gibidir. < |oee -7 » 5 e
Tabloya goére yerel maksimum apsisi x = 2
f'(x) -0 + 0 - 0 +

olur.

0 | N | A N |

Yerel Yerel Yerel
minimum maksimum minimum
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‘. Ornek

f(x)= x3 + x2 — kx + 1 fonksiyonunun ekstremum noktalarindan birinin apsisi x = 4 ise k kactir?

&R coziim

C- UYGULAYALIM

1.

f(x) fonksiyonu x = 4 igin bir ekstremuma sahip ise f'(4)= 0 olmalidir.

FX)=x3+x2—kx+1= f(x)=3x®+2x—k

f(4)=8-42+2.4—-k=0

48+8—-k=0
56-k=0
k = 56 olur.

fiR-R, f(x)= x® — 4x% + 4x — 2 fonksiyonunun yerel maksimum ve yerel minumum noktalarini

bulunuz.

fiR->R, f(x)= x® +2x% + x + 3 fonksiyonunun yerel maksimum ve yerel minumum noktalarinin

apsislerinin toplami kactir?

F:R > R, f(x)=4x®>—6x> fonksiyonunun grafigini giziniz.

FiR > R, f(x)=x3+mx®+nx+4 fonksiyonunun ekstremum noktalarindan biri A(—2,6) oldu-

guna gére m-n kagtir?

FiR - R, f(x)=3x"—2x% fonksiyonunun grafigini giziniz.

fiR->R, f(x)= x*—x?+ax—3 fonksiyonunun ekstremum noktasinin apsislerinden biri x =—2

ise a kactir?
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7.

10.

Sekilde y = f(x) fonksiyonunun birinci tirevine
ait grafik verilmistir. Buna gore f(x) fonksiyonu-
nun ekstremum noktalarinin apsislerinin toplami
kactir?

Sekilde f'(x) in grafigine gore asagidakilerden
hangisi ya da hangileri yanlistir?
l. (—4,0) araliginda f(x) artandir.
. f(-=2)<0dr.
[ll. Apsisi x =—6 olan noktada f fonksiyonu-
nun yerel minumum degerini alir.
IV. f(=5)-f(-3)<0dr.
V. Apsisi x =0 olan noktada f fonksiyonu-

nun yerel minimumu vardir.

duguna gore f(—1) kactir?

Sekilde f fonksiyonunun tirevine ait grafik
verilmistir. Buna gore asagidakilerden dogru
olanlarin yanindaki kutucuga “D”, yanlis
olanlarin yanindaki kutucuga “Y” yaziniz.

Sayilar ve Cebir @

Ay

. fIR-R, f(x)= x* 4+ %%+ %%+ mx fonksiyonunun ekstremum noktalarindan birinin apsisi —1 ol-

AY

a) f(x) in x =—3 te yerel maksimumu vardir.
b) f(x) fonksiyonu (1, o) nda artandir.

¢) f(x) in x = 5 te yerel minimumu vardir.

¢) f(x) in (=oo,—3) nda artandir

d) f(x), (=3,5) nda artandir.

11. f(x)=(x—2)-(x+2) fonksiyonunun grafigini giziniz.
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5.3.4. Maksimum ve Minimum Problemleri

()

Maksimum ve minimum problemlerinde, bir coklugun alabilecedi en buyuk ya da en kiigik degerin
bulunmasi istenebilir. Bu tir problemleri ¢6zmek icin

1) Maksimum ya da minimum olmasi istenen deger 6nce tek degiskene bagli olarak yazilir.

2) Yerel ekstremum degerleri bulmak icin fonksiyonun tirevinden yararlanilir.

‘. Ornek

Toplamlari 14 olan pozitif iki tam sayinin karelerinin toplami en az kag olur? Bulahm.

&R cozim

1.sayl x, 2.sayl y olsun. Minimumu istenen ifade,

F:[1,14) > R, f(x)=x*+y? seklinde yazilabilir.

Xx+y=14 =y =14 —x tir.

F(X)=x2+y? =x®+ (14 —x)
=x*+196 — 28x + x°

=2x* —28x + 196 = f'(x) = 4x — 28 olur.

ff(x)=0=>4x-28=0=>x=7 x | —oo 7 + o0
f(x) - 0 +

Fonksiyon x = 7 de minimuma sahiptir. Buna gore f(x) N\ el

F)=x2+(14—xP = f(7)=72+(14 -7} Mﬁﬁm

=49 + 49

= 98 oldugundan toplamlari 14 olan pozitif iki tam sayinin karelerinin

toplami en az 98 dir.
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‘. Ornek

Hipotenis uzunlugu 10 cm olan bir dik i¢genin alani en ¢cok kag A
cm? olur? Bulalim.

 a 10
Q. Cozium «
s - . — Xy .
Yandaki dik tiggene gore Alan(ABC) = > dir.
ABC dik tiggeninde x* +y? = 10 = y® = 100 — x* ]
B C
y=v100-x2 yazilabilir. y
ABC dik tG¢geninin alanini A(x) ile gosterelim.
X-y  x-v100-x )
A(x) = 5 = > olur. Buna gore
A(x)= %[ 100 — x* +_72X2-x elde edilir.
2-4/100—x
—0 = 1[V100-x + —=Z = .x|=0
I 2100 — x°
2
V100 - %% = ===
100 — x
100 — x® = x?
2x* = 100
x® = 50
X =F5v2 olur.

ABC Uliggeninin hipoteniis uzunlugu 10 cm oldugundan A(x) fonksiyonunun tanim kiimesi (0, 10) dir.

Dolayisiyla x = 5v/2 cm dir.

o -5/2 +5v2 4o
A’ (x) - 0 o+ ) -
A
ol N LN

Minimum  Maksimum

Fonksiyon maksimum degerini x = 5v/2 de almaktadir. Buna gére

x-v/100-x* 5v2.4100-(5V2fF 5/2.5/2
2 - 2 -T2
25.2

_evre 2
==> =25cm” olur.

Alan(ﬁ)) =
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‘. Ornek

evresi 24 cm olan bir dikdértgenin alani en cok kac cm? olur? Bulalim.
g COK Kag

&R céziim

Yandaki ABCD dikdortgenine goére

2x+2y =24 = x+y=12 = y =12 —x yazilabilir.

Alan(ABCD)=x-y = x- (12— x) = 12x — x°

ABCD dikdortgeninin alanini A(x) ile gosterelim.

A(x)=12x—x* = A’(x) = 12 - 2x

A(x)=0=>12-2x=0=x=6 di.

Yandaki isaret tablosuna gore A(x) fonksiyonu en bliylk
degerini x = 6 da almaktadir.

Buna goére ABCD dikddrtgeninin alani en ¢ok

A(x)=x-(12—x) = A(6)=6-(12-6)
=6-6=36cm? olur.

‘. Ornek

Farklari 10 olan iki tam sayinin carpimi en az kag olur? Bulalim.

&R céziim

Sayilar x ve y olsun. (y >x) y—x=10 = y=x+10 olur.

Carpm =x-y
=x-(x+10)
= x?+ 10x tir.

Carpimi G(x) ile gosterelim.

C(x)=x2+10x = C’'(x)=2x+ 10
C'(x)=0=>2x+10=0= x=-5 tir.

C(x) fonksiyonu minimum degerini x =—5 te almaktadir.

D y C
-] L]
X
1 []
A y B
—00 6 + oo
A’(x) + 0 -
A(x) 2 ~a
VR
Maksimum
—0o -5 + o
¢’ (x) -0 4+
C(x N el
() N
Minimum

Buna gore sayilarin garpimi en az G(x) = x*+10x = G(=5) = (-5 +10.(-5) = 25— 50 =—25

olur.
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‘. Ornek

Yaricapinin uzunlugu 4 cm olan bir kure icine ¢izilebilecek en buyik hacimli silindirin hacmi kag

cm? tar? Bulahm.

A Coziim
istenen kiire ve silindiri sekildeki gibi modelleyelim.

Kirenin merkezi O, silindirin yuksekligi [KH],

|AH|=r, |KO|=|OH|=x ve |AO|= 4 cm olsun. »

AHO nde x2+r2 =42 = r>=16—x? yazilabilir. 20
4.7 ix

Silindirin hacmi, V = zr° - h ise

V(x)=m-(16 —x?)-2x

=1-(32x—2x%) fonksiyonunu yazabiliriz.

V(x)=m-(82x—2x°) = V'(x) = - (32 — 6x%) dir.

43 43
_ 3 3 +
V'(x)=0= (32— 6x3) =0 = =
V' (x) - 0 o« ) -
32-6x2=0

V(x)

6X2 =32 \ N / N \
Minimum  Maksimum
216 443

= xziTcmdir.

«|

AHO dik tGg¢geninde hipotenis 4 cm oldugundan x € (0,4) dir.

V(x) fonksiyonu maksimum degerini x = ? te alir.

Buna gére silindirin hacmi en buyuk,

_ <128f 3f>
27

—2-64-

—2-64-

12873 fs)
9

(52
_ (384f—128f>
~(%%

>cm3 olur.
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‘. Ornek

Yandaki sekilde O merkezli ve 4 cm yarigapli geyrek daire icine

cizilen OABC dikdértgeninin alani en cok kag cm? olur? Bulalim.

C B
1 []
0 A
Q. Cozum
OAB de x2 +y?=42=y=y/16-x* yazlabilir.
Alan(OABC)=x-y =x-vV 16 —x* ise A(x)=x-v16—x
fonksiyonunu yazabiliriz.
C B
Fonksiyonun turevini alarak ekstremum degerlerini bulalim. 4 .-
y
—2X
AX)=x-vV16 x> = A (x) =V 16 —x® +x. ——=—
2/16-x° oS !
A(x)=0= V16 +x. ——2X— =0
2V 16 —x
2
V16-x" = ——
16 — x
—o  —2Y¥2  +2/2 4o
x®=16-x° ,
A’ (x) - 0 + 0 -
2x* =16
AN / N
Z—g — N

Minimum  Maksimum

X =TF2v2 cm olur.

OAB lg¢geninde hipotenis 4 cm oldugundan x € (0,4) dir.

A(x) fonksiyonu maksimum degerini x = 22 de alir. Buna gére OABC dikdértgeninin alani en ok,
Ax)=x-v16—-x2 = A(2v2) =2y2 . /16— (2v2)

=2/2./16-8

=2/2./8

=2/2.2/2

=8cm? olur.
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Alani 64 7 br? olan dairenin icine ¢izilebilecek bir dikdértgenin alani en cok kac br? olur? Bulalim.

‘. Ornek

A Coziim
B4t =nr> =r°=64 = r=8br
|AB|=x ve |BC|=y olsun. ya . C
|ABF+|BCF =|ACF = x2+y? =162 y
X2 +y2 =256 = y? = 256 — x2 8 ©
y= /256 -2 A s

ABCD dikdértgeninin alani A(ABCD) = x - y oldugundan
A(x) = x -+ 256 — x2 dir.

2X X2
A(X)=0= V256 -x2 ———2X  x=0=/256-x2——X 0
() 27256 —x 7256 -2

256 —x2—x2=0=2x2=256 = x2 =128 = x =T 8+2 olur.

Uzunluk negatif olamayacagindan x = 8v2 br dir.
—o —8/2  +8Y/2 4o

x=8v2 igin y =256 —(8v2F =8v2br I I T S
A(ABCD) =8v2 -8v2 =128 br? olur.

Minimum  Maksimum

24 cm

24 cm
Kare karton Dért esit kare Kutu
kesildikten sonra

Bir kenari 24 cm olan kare seklindeki bir kartonun koselerinden ayni biyiklukte dort kare karton
parcasi kesilerek cikariliyor. Kalan kisim katlanarak dikdoértgenler prizmasi seklinde Ustu agik bir kutu
yapiliyor.

+ Koselerden kesilen kare seklindeki kartonlarin kenar uzunlugunun 4 cm olmasi durumunda bu
kutunun hacmini bulunuz.

+ Kbselerden kesilen kare seklindeki kartonlarin kenar uzunlugunun 8 cm olmasi durumunda bu
kutunun hacmini bulunuz.

+ Kbselerden kesilen kare seklindeki kartonlarin kenar uzunlugunun ka¢ cm olmasi durumunda bu
kutunun hacmi maksimum degerini alir?
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(:- UYGULAYALIM

1. Toplamlari 24 olan pozitif iki tam sayinin karelerinin toplami en az kag olur?

2. Carpimlari 36 olan pozitif iki reel sayinin toplami en az kac olur?

3. Cevresi 20 cm olan bir dikdértgenin alani en cok kag cm? olur?

4. O merkezli geyrek dairede B € DE, OD|=6cm ise D
OABC dikddrtgeninin alani en ¢ok kag cm? olur?
C B
T|
O A E
5. Sekildeki OABC dikdortgeninin B kdsesi y =—2x +6 AY
dogrusu Uzerindedir. Buna goére dikddrtgenin alani en cok
kag br? olur?
c B
» X
O A
y=—-2x+6

6. Yarigapinin uzunlugu 6 cm olan bir kiirenin igine gizilebilen en kiigiik hacimli silindirin hacmi kag

cm? tar?

7. Yarigapinin uzunlugu 4 cm olan bir daire icine kbseleri cember (izerinde olan bir dikddrtgen ciziliyor.
Bu dikdodrtgenin alani en ¢cok kag cm? olabilir?

8. Hipotenls uzunlugu 20 cm olan bir dik Giggenin alani en ¢ok kag cm? olur?

9. Yarigapi 5 cm olan bir kiire icine yerlestirilebilecek en biiyiik hacimli silindirin yiiksekligi kag cm dir?
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Yanda y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmis- AY
tir. Buna goére asagidakilerden hangisi yanlis-
tir?
-3
A)  lim, (x)=0 B) XIer;j(x) =3 C) XILrng(x) =3
D) im f(x)=-3 E) lim £(x) =0

Yandaverileny = f(x)fonksiyonunun grafigine

gore asagidakilerden kag tanesi dogrudur?

L lim f(x)=—1

Il. Iiﬂrr:j(x)=0
. lim f(x)= 2

IV. lim f(x)=—2

x—5

V. XIiLnof(x) =2

VI fim f(x)=—1

x> —4
A) 1 B) 2 C)3 D) 4 E) 5
lim X°— 144 degeri asagidakilerden hangisine esittir?
x->12 Xx—12 9 a9 9 sitir
A) 10 B) 12 C) 16 D) 20 E) 24

237



@ Tiirev

2
4. Xliﬁmoo_axiz_1 degeri asagidakilerden hangisine esittir?
X
A) -5 B) -3 C)o D)3 E)5
(xthpex® S
5. hI|£n0 — ifadesi asagidakilerden hangisine esittir?
A) —2x B) —x C)o D) x E) 2x

6. Yanday = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir.
Buna gére lim_f(x)+ lim_f(x)— lim_ f(x)
x-a* x—b x-c"

toplami kagtir?

A) -9 B) -7 C)-5 D)5 E)7

7. Yandaki sekilde y = f(x) fonksiyonunun grafigi AY
verilmistir. Buna gore f(x) fonksiyonu icin asa-
gidakilerden hangisi yanlistir?

A) x =—3 te sireksizdir.
B) x =—5 te sureklidir.

C) x = 0 da streklidir.

D) x = 4 te sureklidir.

E) x =5 te sureklidir.

.o X"—=25 . - .
?
Jim =—% ifadesinin deg@eri kagtir?

A)5 B) 10 C) 15 D) 20 E) 25
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9. A R- R, f(x)= x® fonksiyonunun x = 1 noktasindaki tiirevi asagidakilerden hangisidir?

10.

11.

12.

13.

14.

15.

A) 4 B) 6 C)8 D) 10 E) 12

fiR->R, f(x)= 2x* — 1 fonksiyonunun x =—1 noktasindaki tiirevi asagidakilerden hangisidir?

A) -8 B) -6 C) —4 D) -2 E) 2

fiR->R, f(x)= x* —2x fonksiyonunun x = 2 noktasindaki tegetinin egimi asagidakilerden han-
gisidir?

A) 16 B) 24 C) 28 D) 30 E) 32

Ff(x)=(2x*+1)° fonksiyonunun tiirevi asagidakilerden hangisidir?
A) 18x-(2x°+1) B) 18- (2x3+ 1) C) 18x%-(2x° + 1)
D) 18x - (6x2+ 1) E) 18x - (6x2)
mx — 2 , .
f(x)= w1 vef (1) =2 ise m kagtir?
A) -6 B) -3 C)6 D)3 E) 1
% (x®+2) asagidakilerden hangisine esittir?
A) 3x B) 3x + 2 C) 3x°+2 D) 3x> E) 3x°

f(x)=—8vx olduguna gére f'(9) kagtir?

A -2 B) —% )0 D) + E) 1
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x)—f(1
16. f(x)=x*—1 olduguna gére Jlim, % limiti agagidakilerden hangisine esittir?
A) -2 B) — 1 )0 m% E) 2
d® f(x
17. f(x) =% ise df2 ) asagidakilerden hangisine esittir?
X
2 6! 6 6! 3
A) = B) —— C) > D) = E) =
) e ) 3 ) & ) o ) 8

18.7(x) = 4x*+2, g(x)=2x—1 olduguna gére (f +g)'(x) asagidakilerden hangisine esittir?

A) 6x + 1 B) 8x +2 C)8x—-2 D) 10x + 1 E) 10x +2

19.7(x) = (x— 1), g(x)=x*+x olduguna gore (gof)(2) kagtir?

A)2 B) 3 C)4 D) 5 E)6

20.7(x)=mx®+x®+nx—1 olmak tizere f'(1)=4 ve f’(—1)=2 ise m+n kagtir?

A) 1 B) 2 C)3 D) 4 E)5

f(1+h)—£(1)

21. f(x)=2x*+2 olduguna gore lim ———————degeri kagtir?

A) —1 B) 1 C)2 D) 3 E) 4

22. f(x+2)=2x*+x+1olduguna gore f(1)+ F(1) kagtir?

A) -3 B) —2 C) —1 D)0 E) 1
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23. f(x)=x*—2x+a fonksiyonunun yerel minimum degeri 4 ise a kagtir?

A1 B) 2 C)4 D) 5 E)8

24, f(x)= 2x® —2x% —2x+4 fonksiyonunun ekstremum noktalarindan biri asagidakilerden hangisi-
ne esittir?

A) (1,2) B) (1,4) C) (2.4) D) (2,6) E)(2.8)

25. f(x)= x% +ax®+ bx — 1 fonksiyonunun ekstremum noktalarindan biri (-1, 4) ve x =1 apsisli

tegetinin egimi olduguna goére b kactir?

A) -2 B) -3 C) -4 D) -5 E) -6

26. f(x)= 2)2(+? fonksiyonunun x =—1 apsisli noktasindaki tegetinin egimi kactir?
xX“ +
1 3 5
A) > B) 1 C) 5 D)2 E) 5
27. Turevinin grafigi yanda verilen f fonksiyonu, AY

hangi x dederi icin maksimum degerini alir?

A) -5 B) —2 C) 2 D)5 E) 7
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28. Yanda turevinin grafigi verilen y = f(x) fonksi- AY
yonunun yerel minimum noktasinin apsisi kac-
tir?
-2
A) -2 B) 3 C)5 D)6 E)7
29. Yanda verilen y = f'(x) fonksiyonunun AY
grafigine gére f fonksiyonuna ait ekstre- o y = f'(x)
mum noktalarinin apsislerinin toplami
" .
kactir? 3 6
» X
/6 -3 o)
A)O B) 1 C)2 D) 4 E)6
30. Yanda verilen y = f’(x) fonksiyonunun grafi- AY

gine gore y = f(x) fonksiyonu asagidaki ara-
hiklardan hangisinde daima azalandir?

A)[-6,-3] B) [-3,- 2]
C) [-3,1] D) [-2,6]
E) [-2,1]
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Sayilar ve Cebir @

Yukarida verilen y = f"(x) fonksiyonunun grafigine gére asagidakilerden hangisi yanhstir?
)
)
)

D) (6, 0) noktasi f fonksiyonunun yerel maksimum noktasidir.

>

6,0) noktasi f fonksiyonunun yerel minimum noktasidir.

o]

—2,0) noktas! f fonksiyonunun yerel maksimum noktasidir.

@)

2,—2), f fonksiyonunun yerel minimum noktasidir.

(
(
(
(
E) f fonksiyonunun ekstremum noktalarinin toplami —3 tur.

Yandaki sekilde merkezi O, yaricapi |OA|=|OB|=6cm B
olan ceyrek cember yayi Uzerindeki bir L noktasindan yaricap-

lara inilen dikme ayaklari K ve M noktalardir. Buna gére L

OKLM dikdértgeninin alani en cok kag cm? dir?

A) 6 B) 9 C) 12
D) 15 E) 18

Dikddrtgen bigimindeki bir bahgenin [AD] kenarinin timt ile  p C

[AB] kenarinin yarisina sekildeki gibi duvar ériilmis, kenarla-
rinin geriye kalan kismina bir sira tel ¢ekilmistir. Kullanilan telin
uzunlugu 240 metre olduguna gdére bahcenin alani en fazla kag

m? olur?

A) 2400 B) 4800 C) 6400 A B
D) 9600 E) 12000
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34. Sekildeki gibi dikdortgen bigiminde ve bir kenarinda duvar
bulunan bir bahg¢enin U¢ kenarina bir sira tel ¢cekilmistir. Kul-
lanilan telin uzunlugu 160 m olduguna gére bahgenin alani

en fazla kag m? olur?

A) 2400 B) 3200 C) 3600
D) 4000 E) 4800 [-]
35. Yandaki sekilde 3. dereceden bir f(x) polinomunun ry
grafigi verildigine gére asagidakilerden hangisi yanlig-
tir?
A) x=-3 i¢cin f'(x)=0 dir.
B) x=-3 i¢in f(x)=0dr.
C) x=2 igin f(x)=0dir. . x
D) x=0 icin f(x)=4 tur.
E) x=—-2 igin f'(x)<0dir.
36. Yandaki grafik f(x) fonksiyonunun tlrevine aittir. Ay
Buna gore asagidakilerden hangisi f(x) fonksiyonu-
nun yerel ekstremum noktalarindan birinin apsisidir?
A) -4 B) -2 C)o X
D) 1 E)2
37. A ve B noktalari OX ekseni (izerinde, C ve D nok- Ty
talariisey =12 — X2 paraboll Uzerinde pozitif ordi-
natli noktalar olmak uzere sekildeki gibi ABCD dik- C
dortgeni olusturuluyor. Bu dikddrtgenin alani en
cok kag birim karedir?
A) 4 B) 8 C) 16
0 » X
D) 32 E) 64 B
y=12-x2
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6.2. BELIRLI INTEGRAL VE UYGULAMALARI
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Integral

6.1. BELIRSiZ INTEGRAL

6.1.1. Bir Fonksiyonun Belirsiz integrali

BO

y = F(x) turevlenebilir bir fonksiyon olsun.

F(x)=f(x)& ff(x)dx = F(x)+ C ifadesinde C gercek sayi olmak lzere F(x)+ C ifadesine

f(x) fonksiyonunun belirsiz integrali denir.

‘. Ornek

(x +1) = 3x? dX(x —2) = 3x?
| 3x?dx ifadesinin esitini bulalim.

W(X +5) = 3x?
I cozim F(x)= X%+ 1,F(x) = X~ 2,F(x) = X* + 5 gibi
£(x) = 3x2 ve F’(x) = f(x) oldugundan fonksiyonlar olabileceginden sabit degerler yerine
C yazilr.
F(x)=x*& [ f(x)dx=F(x)+C dir L .
Tarevi belli olan bir fonksiyonu bulma islemine
Buna gére fo2 dx = x3+ C dir. integral alma islemi denir.
Tarev
X*+C e~ 3x?
Ters tlrev
" f3x2dx=x3+C
‘. Ornek

%(fSXde) =(x*+C)

[9x®dx ifadesinin esitini bulalim. .
3x° = 3x

Q- Coziim

-~
—~
x
SN—

|
[{e]
x
©
<
D
L
—
x
SN—"
Il

f(x) oldugundan
F(x)=x°< [ f(x)dx = F(x)+C dir. Buna gore [9x®dx =x°+C olur.

‘. Ornek
[xdx ifadesinin esitini bulalim.
V) i
f(x)=x® ve F'(x) = f(x) oldugundan F(x :—@ff x)+ C dir.
5+1 6
.. 5 _ X _ X
Buna gore fx dx = 511 +C= 6 + C olur.
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‘. Ornek

f x%- f(x)dx = x* + x — 1 olarak verildigine gére f(1) degerini bulalim.

Q- Coziim

[ f(x)de=x*+x—tise ([ % £(x))ax = (x* +x— 1)

3
X3 f(x)=4x*+1= f(x)= 74)()(: 1
.13
fiy=4141 113” =%= 5 olur.
‘. Ornek
fx_4dx ifadesinin esitini bulalim.
&R Cozim
441 -3
4 gy — X X o1
fx dx = 7 +C= _3+C— 3X3+C bulunur.
a € R olmak lUzere fa-f(x)dx = a~ff(x)dx
J () +gx))dx = [ f(x)dx+ [ glx)ax
J(F(x)—g(x))dx = [ f(x)ax— [ g(x)d tir.
‘. Ornek
1
[ 3x2dx ifadesinin esitini bulalim.
&R cozim
1 1 14 3 3
1 1 2 2 3
f3x2dx=3-/x2dx=3f +C=3%+C=2x2+0:2\/E+C bulunur.
2 2

‘. Ornek

[ dx itadesinin esitini bulalim.
Q- Coézium

—4+1

S Ay — B [y Ay — 5. X = X2 __5
fx4dx—f5 x"dx=5 fx dx=5.-—7-7+C=5 _3+C— 3X3+Colur.
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‘. Ornek

[(3x2—2x+1)dx ifadesinin esitini bulalim.

&R Cozim
[(3x®—2x+1)dx = [ 3x?dx — [ 2xdx+ [ dx
=3[ x?dx -2 [ xdx + [ dx
=3%3—2X;+x+c

=x>—x%+x+ C bulunur.

‘. Ornek

f(4x— 1)?dx ifadesinin esitini bulalim.

&R Cozim
[(ax—1R2dx = [(16x? - 8x + 1)dx
= [16x?dx — [ 8xdx+ [ dx

=16 [ x?dx—8 [ xdx + [ dx

3 2
_1p X" X
—163+8 2+x+C
=%x3—4x2+x+0bulunur.

‘. Ornek

[ x(x+2)?dx ifadesinin esitini bulalim.

Q- Coziim
/x(x+2)2dx =fx.(x2+4x+4)dx =f(x3+4x2+4x)dx
=fx3dx+f4x2dx+f4xdx
=fx3dx+4fx2dx+4fxdx
_XT4+4T)@+4TX2+CZXT4+4

248

X3 2 .
?+2x + Cdir.



Sayilar ve Cebir

‘. Ornek

2_
fx X42X dx ifadesinin esitini bulalim.

@R Coziim
fxz;#dx = fx*“(x2 — 2x)dx
= f(x*2 —2x73)dx
-1

=fx*2dx—f2x*3dx=fxfzdx—fo*?’dx=)i—1—2i—_;+c=—%+%+C

6.1.2. Degisken Degistirme Yoluyla integral Alma islemi

BO

Bircok integral islemi temel integral alma kurallari ile yapilamayabilir veya ¢6zim ¢ok uzun iglem-
ler gerektirebilir.

Bu durumda degisken degistirme tekniklerinden yararlanilabilir.
ff(g(x)) -g’(x)dx bigcimindeki integralleri hesaplamak icin u = g(x) dénusumu yapilir.
u=g(x) = du =d[g(x)]
du = g'(x)dx yazilabilir.
Bu durumda, ff(g(x))-g’(x)dx = ff(u)du olur.

/f(u)du integrali alindiktan sonra u yerine g(x) yazilarak sonu¢ x degiskenine gore diizen-

lenir.

‘. Ornek

f(x2 —x+2)°-(2x—1)dx ifadesinin esitini bulalim.

@R\ Goziim
u=x*—x+2=du=(2x—1)dx olur.

%( 2_y12°4C dir

6
f(xz—x+2)5-(2x—1)dx=fu5du=%+C
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‘. Ornek

f (x2+1)" - 2xdx ifadesini degisken degistirme yoluyla hesaplayalim.

Q- Coézim
u=x2+1= du=2xdx olur.

f(x2+1)4-2xdx:fu4du
5

U
—5+C

=%( 2110 +C

‘. Ornek

[(3x—7)°dx ifadesinin esitini bulalim.

Q- Go6ziim
f(3x —7)dx integralini almak igin (3x —7)° ifadesinin aginimi yapilmalidir.

Bu da uzun islemler gerektirdiginden degisken degistirme tekniginden yararlanahm.

f(Sx —-7Pdx = % . f(Sx — 7Y - 3dx yazilabilir.

u=3x—7 olsun

du = (3x—7)"dx = du = 3dx olur.

Simdi bu ifadeleri f(3x —7)°dx ifadesinde yerine yazalim.

J(3x=7Pax = [ (3x—7)° - 3ax

et 1.

30 (3x— 7)!°+C olur.

(3x=7)°+C= [(3x—7)°dx =
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‘. Ornek
[%/x?+4x+5 -(x+2)dx_ifadesinin esitini bulalim.

&R Coziim
u=x2+4x+5:>du=(2x+4)dx:>%du=(x+2)dx olur.
/3«/x2+4x+5-(x+2)dx=f3u-%du
_17(s
=5/ ¥udu
=l-fu%du
2
4 4
1 U8 o3 (®raxtsr+Cc=32.3(x*+ax+5) +Cdir.
24 8 8
3

C- UYGULAYALIM
1. Asagidaki ifadelerin esitlerini bulunuz.
a) [ (x®—1)dx b) [ (x®—2x+1)dx
c) [ (4x®+3x?— 2x+ 1)dx ¢) [ (1+2x+3x% - 5x%)dx

2. Asagidaki integralleri degisken degistirme teknigini kullanarak hesaplayiniz.

a) f(2x—7)5dx b) f(3x—1)2dx
c)fSVX2+4x—1-(x+2)dx g)f2x(x2—1)dx

3. Asagidaki ifadelerin esitlerini bulunuz.

a)fx3-(x—1)dx b)f(2x2—1)-(x3—2x)dx
c) f(1—x)-xdx 9)[(%+%—%)dx
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6.2. BELIRLI INTEGRAL VE UYGULAMALARI

Alan hesabi yuzyillardan beri insanlarin ihtiya¢ duydugu bir konu olmustur. Bir gél ylzeyinin
alanini 6lgmek;, bir bina yapmak amaciyla zemininin alanini lcmek, miras kalan bir arazinin esit bir
sekilde paylasimini saglamak vb. alan hesabini gerekli kilmistir.

ilkokuldan beri iglenen bir konu oldugu icin alan
hesaplamak bize pek kolay ve siradan gelebilir. Oysa
hi¢ dyle degildir. Alan élgmek, uzunluk dlgmekten ¢cok
daha zordur. Uzunluk 6lcmek icin metre kullantlir.
Alan 6lgmek icin de planimetre isimli bir alet kullanilsa
da bu alet karmasik bir yapiya sahiptir.

Bir ipi bir cemberin ¢evresine dolayarak ¢emberin
uzunlugunu, asagi yukar 6lcebiliriz ama dairenin ala-
nint 6lcmek daha zordur. Ya da daireden ¢cok daha
karmasik olan yandaki gériniime sahip bir glet yu-

zeyinin alanini nasil hesaplarsiniz?

Diizlemde sinirli bir S kiimesi alalim. Bu kiimenin
alanini hesaplamak istiyoruz. Sezgilerimizden yarar- A
lanalim. Seklin icine yandaki gibi bir A dikddrtgeni gi-

zelim.

Elbette S nin alani en az igindeki A dikddrtgeninin
alani kadar olmalidir.

Bir de S yi iceren bir B dikddrtgeni cizelim. Bu se-
fer S nin alaninin B nin alanini asamayacagini biliyo- alan(A) < alan(S)
ruz. Bu durumda

(oe]

alan(A) < alan(S) < alan(B) S

esitsizlikleri dogru olmalidir. Bdylece eger A ve B
dikddrtgenlerinin alanini biliyorsak belki S nin alanini
bilemeyiz ama hi¢ olmazsa S alaninin alt ve Ust sinir-
larini bulabiliriz.

alan(S) < alan(B)
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Daha iyisini yapabilir miyiz? S nin icine tek bir
dikdortgen yerlestirecegimize yandaki sekilde gorul-
digu gibi daha fazla sayida dikdértgen de yerlesti-
rebiliriz.

Bu dikdortgenlerin sayisi sonsuza yaklastikca

alanlarinin toplami S nin alanina en yakin degeri ala-
caktir.

Degeri formille hesaplanamayan alanlar uygun
toplamlarin limiti olarak ifade edilebilir.

6.2.1. Riemann (Riman) Toplami

y = X2 egrisi, x ekseni ve x = 3 dogrusuyla sinirlanan boélgenin alanini, dikddrtgenlerin alanlari
yardimiyla tahmin edelim.

Egdrinin altinda kalan dikddrtgenleri ele alalim.

Ay A\y A
y=x* y=x*
94-------- 9+------- 9
| 25
; 4
PRI ; 41~ 4t
i 9
: 471
: 14 1T
- > } > X S >
ol 1 23 X ol 123 0/113253 X
222
Sekil 1 Sekil 2 Sekil 3

Sekil 2 deki dikdértgenlerin alanlarinin toplami,
(0P 1+(172-1+(27-1=1-(0°+1%+2%) = 5br® olur.

Sekil 3 teki dikdértgenlerin toplam alani,

OF o34 3 28] 48 oo
=%= 6,875 br2 olur.
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+ Asagidaki tabloda bos birakilan alanlardaki islemleri yaparak toplam alanlar bulunuz.

Parca Sayisi Alan Hesaplama Toplam Alan
3 S[F(0)+F(1)+£(2)] = 1(0+1+4) 5
3 1 2 8 4 5)
6 e+ 1(z)+£(3)+£(3)+ #(3)+ (3] Bl
12
100
1000
10 000 8,998650045
AY AY
2 2
y=X y =X
9t----- 9t 5
25, . o
4
44—
44
9
14 11
o123 X 0113253 X
2 2 2
Sekil 4 Sekil 5

Sekil 4 te G¢ dikddrtgenin alanlarinin toplami,
(121 +(2P%-1+(8%-1=1-(12+2%2+3%) = 14 br® olur.

Sekil 5 teki alti dikddrtgenin alanlarinin toplami,

(%)2'%+<%>2'%Jr(g)z'%Jr(%)z'%J“(g)z'%Jr(g)z'% =%'(12+22+32+42+52+62)

=11,375br? olur.
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Asagidaki tabloda bos birakilan alanlardaki islemleri yaparak toplam alanlari bulunuz.

Parca Sayisi Alan Hesaplama Toplam Alan
3 S1f(1)+£(2)+ F(B)] = 1-(1 +4+9) 14
o | PR B AG G re] | s
12
100 9,13545
1000
10 000 9,001350045

Her iki tabloya bakildiginda dikddrtgen sayisi arttikga alt ve Ust dikdoértgenlerin alanlarinin topla-

minin 9 degerine yaklastigi gérilmektedir. Buna gére bu alani, 9 br? olarak tahmin edebiliriz.
Etkinlikteki sayisal islemler asagidaki gibi genellestirilebilir.
Alt ve Ust dikddrtgenlerin alanlarinin toplamini bulmak igin
[0,3] kapali araligl, 0 = Xo < X1 < X2 < ... < Xn—1 < Xn = 3 olmak Uzere Vk € {1,2,3,...,n} i¢in
[xk-1, Xk] biciminde n tane kapali alt araliga bolinmustur.

AXk = Xk —Xk-1, F(X)=x% ve tx € [Xk-1, Xk] olmak tizere bu alanlarin toplami

M:

f(tk) Axk biciminde yazilabilir.
K

1

BO

a,b € R ve a < b olsun.

a=Xg <Xy <Xp <. <Xg_q1<Xg < ... <Xp=Db seklindeki sayilarin olusturdugu kimeye [a,b]
nin bir parcalanmasi veya boéliintlisi denir.

[X0, X1], [X1, X2], ... » [Xn—1, X, | @raliklara alt aralik,
A Xg = Xk — Xk_1 Sayisina bu alt araligin uzunlugu,

2 ; 2 ise P balintisine diizgiin béliintii denir.

- VkE{1,2,3,..,n}igin Axy =
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P = {X0, X1, X2, e+ Xk~ 1, Xk, -+-s Xn—1, X } dUzgUn boéllntlsiinde x4 —Xg = Xo — X1 = ... = X — Xp_1
dir.

* a=Xq,b = x, olmak Uzere [a,b] esit parcalara bélinsin. x = a, x = b dogrulari, x ekseni ve
y = f(x) fonksiyonunun grafigi arasinda kalan alanin yaklasik degeri,

n
Alt toplam, A, = Y, f(Xk—1)- AXx, (Alt dikdortgenlerin alanlarinin toplami)
k=1

. . n .
Ust toplam, U, = >, f(Xx)- Ax, (Ust dikdortgenlerin alanlarinin toplami)
k=1

Xk—1 + Xk i . - T e
k=" 5 Ve R, = kZ% f(t)-Ax ise A, < R, < U, esitsizligi yazilabilir.

[a,b] ndatanimli y = f(x) fonksiyonu i¢in alt araliklarin orta noktalarina gére yikseklikleri belirle-
nen dikddrtgenlerin alanlarinin toplami Riemann orta toplamini (Riemann toplamini) verir.

+ P ={xo,X1,..., Xn} bOlUntd,

* [xo,x1], [x1,X2],...,[Xn=1, Xn] esit uzunluk-

taki alt araliklar,

« 14, to,..., th bulunduklari araliklarin orta nok-

talari,

b=xn

+ Aralk genigligi Ax dikdértgenlerin tabanlari,

* f(t1), f(t2), ..., f(tn) dikdortgenlerin yiikseklikleri olmak tizere dikdértgenlerin alanlarinin
toplami,

n

F(t1)- Ax + f(t2)- AX + ...+ f(tn)- AX = D) f(t)AX

k=1
f fonksiyonunun P bélintistne gére Riemann toplamidir.

n — <o jcin grafigin altinda kalan alan gercek degerine yaklasir.
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‘. Ornek

y =2x, X =0, x =4 dogrulari ve x ekseni arasinda kalan bélgenin alanini, Riemann toplami yar-

dimiyla bulahm.

&R cozim
AY
- 8 y = 2X
[0,4] n1[0,1], [1,2], [2,3], [3,4] alt araliklarina bdlelim.
7 ,
1 3 5 7 - - :
f<§>, f(g), f<§), f(E) siraslyla dikddértgenlerin yiksek- 6 Lo /
likleri olmak Uizere sekildeki dikddrtgenlerin alanlarinin toplami, ST / E
4 .
1 3 5 7 Vol
1-£(5)+ 1 £(5)+ 1 £(5)+ 1 £(5) =11 +1-3+1:5+1.7 SenvAR RS
=1+3+5+7 2t-A 4| i
=16Dbr? dir. 1 AN
0/11325374 o
2 2 2 2

Simdi [O4]n|[0%] [%1] [12] [%2] [2%] [23] [3%] [%4] alt araliklarina bélelim.

Sekildeki dikdértgenlerin alanlarinin toplami,

FAR A A A5 A A 1) 3 )
—%-<%+g+%+%+g %+g+175>=%-32= 16 br@ dir.

Alt aralik sayisi attikca elde edilen dikdértgenlerin alanla-
rinin toplami 16 br? oldugundan y = 2x, x = 0 ve x = 4 dog-
rularinin arasinda kalan bélgenin alanini 16 br? olarak tahmin

edebiliriz.
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‘. Ornek

y =—3x? egrisi ile x-ekseni arasinda kalan bélgenin alanini Riemann toplami yardimiyla [0, 2] kapali
arahiginda tahmin edelim.

& Cozim
11 11 3] [3 I AY
[0.2]ni|0,5] |51} |1.5] |5 2] at aralikianna bolelim.
R, . 113 537
Sekildeki dikdortgenlerin alanlarinin toplami, ola2414242
—t—tt » X
()
o\ 1 3\ 1 2\, 1 (7 3\ -
5 2 f(3)+21(3)+2 f<4>+2 f<4>‘ ()
sms 1y, #(BY . #(B) L £(Z syl
egas | 2"7((4)”(4)”(4)”(4)‘ )
_ 1.8 _ 27 75 147
T2 16 16 16 16
_1._25%2
2 1
_ 252 _
EvH = 7,875 bulunur.
AY
1 2
95113137 15)
. o . . 0 8482848
Alan negatif olamayacagi icin yapilan islemin A T T
mutlak deg@eri alinmalidir. B;EE; | :
-
o) Ni
o 1771 1] (1 3] [3 5 L Sx
Simdi [0, 2] ni [Oq], [z, 5]1 [§= z], [}1], [112]: p —— XK !
5313717 L i
[4, 2], [2, 4], [4,2] alt araliklarina bélelim. P o
8
Sekildeki dikddrtgenlerin alanlarinin toplami,
Ao

1| (1 3\, L[5\ . o7\, 9\, .11 13\, ,(15

() 1(5)+1(3)+ 1(5) £(5) 15 )+1(5)+ (%)
1| 3 27 75 147 243 363 507 675| | 2040| 2040 _
_4-‘ 64 64 64 64 64 64 64 64H 256‘_—256—7,96875t|r.

Dikdortgen sayisi arttikga dikdortgenlerin alanlarinin toplami 8 e yaklasmaktadir. Dolayisiyla egri ile
x-ekseni arasinda kalan bdlgenin alanini 8 br? olarak tahmin edebiliriz.
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~

- GeoGebra programini calistirarak fonksiyon giris alanina y = x2 + 1 fonksiyonunu yazarak
grafigini olusturahm.
Dosya Diizenle Goriinim Secenekler Araclar Pencere Yardim

BN CR <=
» Cebir Penceresi X [» Grafik
- Konik \ 5 il
@ cy=x+1
C o
4 3 -2 1 0 q 1

+ AltToplam menisunu segerek acilan alana sinir degerler olarak —2 ve 2, dikdértgen sayisina
da 6 girelim.

‘ - (> =l
DREEEcEENER °o o
» Cebir Penceresi » Grafik X |GirigYardimi
- Konik \ 3 ] -~ AltToplam &

L@ cy=x+1 - AnimasyonBaglat L
~ Saysal i ANOVA:
L. @ a=6.96 T - AraglpucuDurumuAyarla
k4 - AragResmi
- Araliklar
- ArayaSok
4 - ArkaplanRengiAyarla
- ArtikGizim
- AsalGarpanlar
EHR 3 - AsalEksen
- Asalmi
- Asimptot <
L2 - AyniTarz
- Aynntiliispatia
i ] | - Badint
; AltToplam( <Fonksiyon=>, <Baglangi¢ x-Degeri>,
Jagg <Bitig x-Degeri>, <Dikdortgen Sayisi>)
4 3 -2 1 0
v
< >
2 | Yapistr | [ Cevirimici yaraimi goster | &
Girig: ] @
_J
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L OO < N2l )

(> m=m

» Grafik X |GirigYardimi

- AlfToplam
-+ AnimasyonBaglat
- ANOVA
- AragipucuDurumuAyarla
- AragResmi
- Araliklar
-+ ArayaSok
J i L - ArkaplanRengiAyarla
- ArikGizim
/ - AsalGarpanlar
3 L -+ AsalEksen

- Asalmi

- Asimptot
L2 - AyniTarz
- - - Aynntilispatia

N\ A i

>

4=1784

AltToplam( <Fonksiyon>, <Baglangi¢ x-Degeri>,
<Bitig x-Degderi>, <Dikdortgen Sayisi> )

>

v

2 Yapistr | | Cevirim ici yardimi goster | &

Girig:

i

| B

» Cebir Penceresi X | » Grafik X |GirigYardimi

~ Konik \ 3 ] ~ AltToplam

L@ cy=x+1 - AnimasyonBaglat

- Sapisal - ANOVA

/@ a=838 - AragipucuDurumuAyaria
- AragResmi

- Araliklar

- ArayaSok

4 Z - ArkaplanRengiAyaria

o

- AsalCarpanlar
-+ AsalEksen

- Asalmi

- Asimptot

¢ 2 - AyniTarz

- Aynntlispatia
-_Badint

S
w

! a8
1
]

pe
@0

<

AlfToplam( <Fonksiyon>, <Baglangi¢ x-Degeri>,
<Bitig x-Degeri>, <Dikdortgen Sayisi> )

>

v

A | vapistr | | Cevirimigiyaraimi goster | &

Girig:

3] ®

+ Olusturdugumuz bélgelerin tUzerine tikladigimizda bélgelerin alanlari gériinecektir.
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+ Dikdortgen sayisi arttikga olusan bélgenin alaninin hangi tam sayiya yaklastigini aciklayiniz.

Al

By

12/c)|®)

£

_.Xv a=2

(> =m

(0] 3%

» Cebir Penceresi

» Grafik

- Konik

L@ cy=x+1
— Sayisal

@ a=8.56

GirigYardimi

- AltToplam
-+ AnimasyonBaglat -
- ANOVA

- AragipucuDurumuAyarla

- AragResmi

- Araliklar

- ArayaSok

- ArkaplanRengiAyarla

- ArtikGizim

- AsalCarpanlar

- AsalEksen

-+ Asalmi

- Asimptot

- AyniTarz

- Aynntliispatia

|- Badinh

>

{

AltToplam( <Fonksiyon>, <Baglangi¢ x-Degeri>,
<Bitig x-Degeri>, <Dikdortgen Sayisi> )

v
< >

[ vapistr | | Ceviimigiyardimi goster | &

Girig:

i @

-

» Grafik

@

|

w

GirigYardimi
- Cauchy PS

- CrossTab

(;apraz

- Garpan

- Garpanlar

- Carpim

-+ Gember

-+ GemberYayl

- Cevre

- GevrelGemberDilimi

- GewrelCemberYayl

- Gokgen

-+ GokgenselAlanToplam

- CokluDogru v

UstToplam( <iglev>, <Say>, <Sayi>, <Sayi> )

v
< >

0

| Yapistr | | Cevirimiciyaraimi goster | &

Girig:

C)

« Ayni islemleri UstToplam meniisiinii kullanarak yapiniz. Olusturulan bélgenin alanlarinin

hangi tam sayiya yaklastigini agiklayiniz.
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6.2.2. Bir Fonksiyonun Belirli ve Belirsiz integralleri Arasindaki iligki

BO

Yanda y = f(x) egrisinin altindaki boyali alan Ay
y=7()

F(x) fonksiyonu ile gosterilsin. F’(x) = f(x) tir.
y = f(x) egrisi x =a ve x ekseni ile sinirli bélgenin

alani F(a) ya esittir. Fx)
} > X

y = f(x) egrisi, x =b dogrusu ve x ekseni ile sinirl
bolgenin alani F(b) ye esittir. (a < b)
A y A y A y
y=f(x) y=f(x) y = f(x)

| Fo)

F(a) . .
o) a o) b o) a b

y = f(x) egrisi, x = a, x = b dogrulari ve x ekseni arasinda kalan bélgenin alani
F(b)—F(a) ya esittir.

b
Son sekildeki boyali bélgenin alani /f(x)dx belirli integrali ile gbsterilir.
a

Buradan fbf(x)dx = F(b)—F(a) olur.

b

F(b)— F(a) farkini géstermek icin F(x)  sembol kullanilir. Bu sembolii gdz 6niine alirsak
a

fbf(x)dx =F(x)] =F(b)—F(a)dr.

Burada F(x), f(x) in belirsiz integralidir. Belirli integral hesaplanirken belirsiz integralden fayda-

lanilir.

‘. Ornek

3
fxdx ifadesinin degerini bulalim.
0

Q-(}ézﬂm
3 3
_ 12|71 2 1 2_9
fxdx-zx —2-3 2-0—2olur.
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‘. Ornek

2
fx2 dx ifadesinin degerini bulalim.
i

Q.Qézﬁm
2 32
2y = X" _ 1 531 13
1fxdx—31—3 2°— 31
8 1 7
—§—§—§O|UI’

6.2.3. Belirli integralin Ozellikleri

BO

b

b
a,b,c € R olmak tzere fc -f(x)dx=c- ff(x)dx tir.

a a

N

‘. Ornek

4
f2x2dx ifadesinin degerini bulahm
1

Q- Coziim

BO

b

JIF(0-g(0ldx = [ f(x)dx— [ g(x)dx tir.

a

a,b € R olmak tzere _/?[f(x)+ g(x)]dx = fbf(x)dx+ fg(x)dx ve
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‘. Ornek

4
f(2x —1)dx ifadesinin degerini bulalim.
2

Q- Cozim

Asagidaki islemleri yaparak tabloyu doldurunuz. Her iki sttundaki sonuglari karsilastiriniz.

2 2
f4xdx= 4fxdx=
i i
2 2
f3x2dx= 3fx2dx=
) -2
4 4 4 4
f(x2+x+1)dx= fxzdx+fxdx+fdx=
0 0 0 0

I\J\'h

(3x2—2x+1)dx= Sfxzdx—2f4xdx+fdx=
2

.,

3 3 3
(=x3+4x?—2)dx = —fx3dx+4fx2dx—2fdx=
i i i

5 3 5
fxzdx fxzdx+fx2dx=
i ] 3
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. ff(x)dx =0

ff(x)dx ——ff(x)dx

a

=F(a)-

b

=—('z(b)— F(a))
=—ff(x)dx

b
fﬂmw=Fu> F(b)
b

Sayilar ve Cebir

. fcf(x)dx= ff(x)dx+ fcf(x)dx, b €[a,c]

F(c)-F(b)+F(b)—
=bff(x)dx+ff(x)dx
!

f(x)dx + ff(x)dx

F(a)

‘. Ornek

8 9 6
[xdx+ [ xdx+ [ xdx ifadesinin degerini bulalim.
2 6 8

&R Cozim

o)

8
fxdx+
2

O"\u;o
x
o
x
+
m\
x
o
x
Il

+ |
\mco f-'D\‘O‘J
x x
o o
x x
|
[e)

f xdx

X
o
X
+ +
o o
w\oo ?co
o
x
)

x
Q.
\‘
x
o
x
+
\)
x
o
><
\.
x
o
x

Il
x
o
x

[ee]
Il
o

Il
'\o
x
Q
x

©

N
N

@ n]@, rops,
| |
S N'I\J

2

_77
=5 bulunur.
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‘. Ornek

10 11 6
[x2dx+ [x?dx+ [x2dx ifadesinin degerini bulalim.
1 6 10

Q- Cozim
10 11 6 10 11 10
fxzdx+fx2dx+ fxzdx= fxzdx+fx2dx—fx2dx
] H 10 ] 6 6
10 10 11 10
= fxzdx+fx2dx+ fx2dx—fx2dx
] 6 10 6
10 10 10 11
= fxzdx+fx2dx—fx2dx+ fx2dx
] H 6 10
10 11

= fxzdx+ fxzdx
i 10

‘. Ornek

x—1,x < 1lise

2
olduguna gbre x)dx ifadesinin degerini bulalim.
—1+x2,x > 1ise ginag _{f( ) g

|

Q- Coézim
f(x) fonksiyonunun kritik noktasi x = 1 dir.
2 1 2

ff(x)dx= ff(x)dx+ff(x)dx

-2 -2

Il
’\‘
—~
x
|
—_
~
o
x
+
_.,\N
I
—_
+
x

n
S—"
o
x

CRINEORE R
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‘. Ornek
{2x—1,x<2ise 4
X)= olduguna gore x)dx ifadesinin degerini bulalhm.
£(x) BE x> 2ise guna g lf() g
&R Cozim
f(x) fonksiyonunun kritik noktasi x = 2 dir.
4 2 4
ff(x)dx= ff(x)dx+ff(x)dx
-2 -2 2
2 4
= f(2x—1)dx+f4x3dx
-2 2
2 2 4 4
—(o.X _ X
= <2- > x> +4 2
-2 2
2 4
=(x®-x)| +x* =(4-2)—(4+2)+256—16=2—6+240 =236 olur.
-2 2
C\- UYGULAYALIM

1. y=x fonksiyonunun grafigi ile x-ekseni arasinda kalan bolgenin alanini [0,4] igin bulunuz.

2. y=—x? fonksiyonunun grafigi ile x-ekseni arasinda kalan bélgenin alanini [0, 3] igin bulunuz.

4
3. /xz dx ifadesini Riemann toplamindan yararlanarak bulunuz.
2
4
4. f5xdx ifadesinin degerini bulunuz.
0

5. Asagidaki belirli integralleri hesaplayiniz.

4 2

a) f(x2—2x+1)dx b) f(x3—1)dx
2 -2
2 4 4 4
c) f(3x2—4x+1)dx ¢) fxzdx+f3dx—fxdx
4 0 0 0

2
olduguna goére ff(x)dx ifadesinin degerini bulunuz.

{ 3x—1 ,x<0ise
—2x+3x%,x > Oise 2
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6.2.4. Belirli integral ile Alan Hesabi

BO

f:la,b] = R, y = f(x) fonksiyonu strekli olsun.

Denklemi y = f(x) olan egriyle, x = a, x = b dogrulari ve x ekseni arasinda kalan bolgenin alant,

AY
f(x)=0 ise

b
Alan = ff(x)dx

y=f(x)

A/
x

o

AY

f(x)<0ise

o
-

b
Alan =~ [ f(x)dx tir.

a

A/
x

‘. Ornek

Denklemi y = x? olan egri, x =1, x =23 dogrular ile x ekseni arasinda kalan bélgenin alanini

bulalim.

&R Coziim

Ay
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1
‘. Ornek

Denklemi y = x® olan egri, x =—2, x = 0 dogrulari ile x ekseni arasinda kalan bélgenin alanini bu-
lahm.

Q- Coziim

istenen bélge x ekseninin altinda kalmaktadir.

0
Alan =— fx3dx ; y=X

(Y

f:[a,b] = R, y = f(x) fonksiyonu, [a,b] nin bazi alt araliklarinda negatif veya pozitif degerler
ahyorsa fonksiyonun pozitif ve negatif oldugu bélgelerdeki alanlar ayr ayri bulunarak bu alanlar top-

lanir.

Asagidaki sekle gbre

C] b
Alan = A1+ Az =— [ f(x)dx+ [ F(x)dx = [|f(x)[dx tir.

y=1()
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‘. Ornek

Yanda y = f(x) = x® — x fonksiyonunun grafigi

verilmistir. Buna goére y=x3—x egrisi, x=-1,

x = 1 dogrulari ile x ekseninin sinirladidr bdlgenin

alanini bulalim.

&R Coziim

istenilen bélgenin alani A = Ay + Az dir.

= f(xs —x)dx — /1()(3 —x)dx

_<X_4_X_2)
a2

4

Y

f(x)= xZ — 2x paraboll, x =1 ve x = 4 dogrulari ile x ekseninin sinirladidi bélgenin alanini bulalim.

&R Coziim
4 4
AIan=f\f(x)\dx=f|x2—2x\dx
12 i \
=/\x2—2x\dx+f\x2—2x\dx
2

;
2 4
= f(—x2+2x)dx+f(x2—2x)dx
i 2

__ 8 , (1 64 ..\ (8 _

| 3+1>+<3 16) (3 4)

__8 1 _,.64 .~ 8 ,_ 49 ,_22 o

= 3+4+3 1+3 16 3+4—3 9= bre olur.
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Sayilar ve Cebir

+ GeoGebra programini agarak y = x? grafigini olusturalim.

[

» Cebir Penceresi » Grafik
~ Konik \ P I

- islev penceresinden integral meniisiinii secelim.

ERNoERNER e

» Cebir Penceresi X | » Grafik X GngY:rsdlréuks
-~ AsalEksen

- Konik \ B

- Asimptot

- AyniTarz

-+ Aynntiispatia

- Baginti

- BaghiSirast

- BaglikAyarla

- BenzerMi

- Bernolli

- BilimselMetin

- BinomDagihm

- BinomKatsayisi <

- BirimDil

- BirimVektor

- Birlegim v

>

integral( <islev>) 2
a=267 integral( <1§Iev> <Dedigken>>)
E integral( <iglev>, <Baglangi¢ x-Degeri>, <Bitig x-

3 NaXarie

+ Acilan pencereye fonksiyonu ve sinir degerler olan —2 ile 2 yi girelim.

» Cebir Penceresi X | » Grafik X Gm§Yardrn|
~ Konik \ I AsalEksen

- Asalmi
B . cy=x* 5
= Sayls:I - Asimptot
L.@ a=533 - AyniTarz

5 - Aynntilispatia
- Bagint
- BagliSirasi

- BaslikAy
- BenzerMi

- Bernolli

3 - BilimselMetin

- BinomDagihm
- BinomKatsayisi
- BiimDikVektor
- BirimVektor

- Birlegim

integral( <l§|ev> )

a=533 Integal( <Iglev>, <Degigken>>)

I( <iglev>, <Baslangic x-Degeri>, <Bitig x-
Degeri>)

T {Sayisala:-2den2ye X’ in integra|||
2 4 i T

- x ekseni, y = x? parabolli, x =—2 ve x = 2 dogrulari arasinda kalan alani bulmus oluruz.
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BO

[a,b] nda f(x)=g(x) olmak Uzere; y = f(x), (K

y = g(x) fonksiyonlarinin grafikleri ile x =a, x=b /®\/ )

dogrularinin sinirladigi bélgenin alani,

A= ff(x)dx—fg(x)dx o

= [1()-g(x)dx tir

‘. Ornek

y= x° ve x = y2 fonksiyonlarinin grafiklerinin sinirladigi bélgenin alanini bulalim.

Q- Gozim
x=y% =y =/xtir. y=x% ve y = v/x denklemlerinin ry

ortak ¢6zUminU yaparak grafikleri kesen disey dogrular
bulalim.
y=x2 ve x=y? = x = (x2f
x=x*=x-x*=0

x-(1 —x3)=0

x =0, x=1dir.

Buna gore grafikleri kesen disey dogrular x =0 ve

x = 1 dogrularndir.

br? olur.

|
w|=
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‘. Ornek

y = x dogrusu ile y = x3 egrisi arasinda kalan bdlgenin alanini bulalim.

&R Coziim
y=x> ve y=x denklemlerinin ortak ¢6zumanu AY .
=X -
yaparak grafikleri kesen diisey dogrulari bulalim. y y=x

xX*=x=x*-x=0
x(x2—1)=0
X-(x=1)-(x+1)=0
x=0, x=1, x=—1 dir.

0 1
NES T
“\4 2 2 4
-1 0
—o_o_(X_N\. (A _1\_o_
=0-0-(3-3)+(z-4)-(0-0)
_1,2
—2br olur
‘. Ornek
y =x2—2vey =2—x? egrileri arasinda kalan bélgenin alanini bulalim.
Q-Qézﬁm
X*-2=2-x2=2x*=4
x2=2
x=F+2 olur.

Alan = f[(z —x2)—(x2—2)]dx

-7z
= j?4—2x2)dx
-2

3\[V2
(o5
:<4f—z(f)3>—<4.(_@)_2'(—3x72)3)

-avz-2(/2P +4/2-2(/2P = 8v2 - 4(v2)

- 8@—%2«/5 = M = %@brz olur.
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K

da kalan bélgenin alanini bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanarak bulalim.

x =—1dogrusu, x =1

'WWWMWMW”WN‘WYW

dogrusu, f(x)=x2—

yonlarinin grafiklerini olugturalim.

2 ve g(x) = x + 1 fonksiyonlarinin grafikleri arasin-

+ GeoGebra programinda giris menustinden yararlanarak f(x)=

—2 ve g(x

) = x + 1 fonksi-

» Cebir Penceresi

DGrIﬁk

2 3

- iglev
® f(x) =x2—2
® g(x) =x+1

f(x) =x*—2

Gm§Varam|

- Derece
-~ DikddrtgenToplam
- DokunumGemberi
- Dongl

-~ DonguListesi
- DénmeNoktasi E
-+ EgimAlani

44 .
- Egri

- Egrilik

- Egrilikvektord

21 - Egrilydur

- Fonksiyon

- integral q

24 - integralArasinda

- KapallEgri

. _KanalTiirey

P : 2 -
/ > i <Ba§|anglcx—De'§eri>',<Biﬁsx-Deﬁéri>l

<Baglangi¢ x-Degeri>, <Bitig x-Degeri>,
<Mantiksal Deger bulma=>]

CAS Ozel komutian: i

g(x) =x+1

@ @

Girg:_integralArasindalx+1,x"2—2,—1,1] O

- integralArasinda komutu yardimiyla acilan ifadede parantez igerisine x+1, x*2-2, —1,1
yazalim.
Dosya Diizenle Goriinim Secenekler Araglar Pencere Yardim Oturum Ag...
BILALAMojo] 4]NJpd=]+] =
T 3
» Cebir Penceresi » Grafik < GinsYardrm
— Sayisal 6 -~ Dongl *
@ a=533 ) - DéngilListesi
islev f(x) =x*—2 -+ DonmeNoktas!
® f(x) =x*-2 6 g@iManl
® g(x) =x+1 Egzlik
- EgrilikVektord
] - Egrilydur H
- Fonksiyon
- integral
3 - integralArasinda
/ - KapallEgri
- KapaliTiirev N
29 - KarmagikKok
Katse?yllar_'I i
x v <Ba§lan;gx—De_§eri>‘,:Biﬁ§x_-De§t‘ari>|H
4 2 3 v <Ba;lan;z;x—De§eri>::Biﬁsx-Deﬁéria
<Mantiksal Deger bulma=> ]
CAsozelkomWan o B =
;J (L Gevirm ig yaram goster | @
Girig: @ @

1
*Alan = [|x+1-x2+2dx = 5,33br? elde edilr.
=
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B3O

V: hiz, t: zaman, a: ivme, X: alinan yolu géstersin.
t2
Hizi V olan bir hareketlinin [t1, t2] nda aldigi yol, X = f]V(t)|dt,
tH
t2

a ivmesi ile hareket eden bir cismin [t1, t2] nda hizi, V(t2) = V(t1) = fa(t)dt dir.
t

‘. Ornek

Bir cismin zamana bagli hiz fonksiyonu V(t) = 4t + 20 m/sn. dir. Bu cismin t € [0,10] nda aldigi
yolu bulalim.

Q- Coziim
1. yol
o AV (hiz)
X(yol) = [ (4t+20)dt 5
601---- V(1) = 4t + 20

= (2t +201) |

° s0{c

= (200 +200)— (0 +0) ;

=400m dir. E
iA > t (zaman)

Ol 10

2. yol

Hiz-zaman grafiginde verilen belirli bir zaman araliginda grafigin altinda kalan bélgenin alani, alinan
yola esittir.

AB|+|AC 60+20
A(OABC)=“2#-|OA|=(2;)-1O=80-5=400m dir.
‘. Ornek

Bir cismin zamana bagli hiz fonksiyonu V(t) = 3t? — 10 m/sn. dir. Bu cismin t € [0,5] nda aldi§i yolu
bulalim.

&R Coziim

5
=(t*—10t)

5

3 =(5%-10.5)-(0%-10-0)

0

5 3
X= [ (32 -10)dt =<3t—— 10t)
0 0

=125-50—-0 = 75mdir
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‘. Ornek

Dogrusal olarak hareket eden bir cismin hiz fonksiyonu V(t)=t>—t m/sn. olarak verildigine gore

cismin t1 =2 ve t2 = 4 saniye araliginda aldidi yolu bulalim.

Q- Coziim
4 3 2\|4
t t
X = (t"‘—t)dt=<———>
2/ 3 2/,
_<ﬁ_ﬁ _<§_i)
“\3 2 3 2
_64 16 8 4
-3 2 3 2
_56 12
~ 3 2
_38 .
=73 m dir.

‘. Ornek

> t (zaman)

Bir matbaanin kitap basma hizi V(t) = 10 000 + 2000t (adet/ay) fonksiyonu ile belirtiimistir. Bu mat-

baanin t, =1 ve t, =4 aylar arasinda basacagi toplam kitap sayisini bulalim.

&R Cozim

X toplam basim, t1 =1 ve t2 = 4 olmak lUzere

4
X = [ (10000 +2000t)dt

—_

4

2
_ (10 000t+2ooot§>
1

4
= (10 000t + 1000 t?)

V(1) = 10 000 + 2000 t

i i > t (zaman)

;
= (40 000 + 16 000) — (10 000 + 1000)

=56 000 - 11000
= 45000 adettir.
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‘. Ornek

2015 yilinda nifusu 200 000 olan bir ilin bu yildan itibaren nifusunun ortalama artis hizi,
V(t) = 2000 + 2000t (kisi / yil) fonksiyonu ile belirtiimektedir. Bu ilin 2020 yilinin basinda sahip olabile-

cegi nifusu bulalim.

Q- Cozim

2015 yili t1 = 0 ise 2020 yili t2 = 5 olur. Bu ilin 2015 X (ntfus)
yilinda nifusu 200 000 olduguna gére 2020 yilinin basin- 0 V(t) = 2000 + 2000 t
da nufus, 12 000 1

5
X = 200000+ | (2000 +2000t)dt
0

5

2
=200 000 + <2000t + 2000%)
0

2000 -
=200000+10000+25000—-0 !
f >t (zaman)
= 235 000 kisi olur. t,=0 t,=5
‘. Ornek

ivme fonksiyonu a(t)=t?—t m/sn® olan bir hareketlinin t, =0 anindaki hizi V,=10m/sn. dir.

t, = 0'sn. anindan t; = 4 sn. anina kadar alinan toplam yolu bulalim.

&R Coziim

tt 2 .
V()= [a(t)dt= [(E—t)dt =g~ +C di.
t, = 0 igin V, = 10 m/sn. oldugundan

10=0-0+C = C=10 olur.

B _ 4<£ ﬁ )
V(t)=3 - +10 ise X(yol)_O/ 5~ 5 +10)dt
4 3 4

L —t—+10t>
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<\- UYGULAYALIM

1. f(x)= xZ -1 fonksiyonunun grafigi ile x ekseni arasinda kalan bdlgenin alanini bulunuz.

2. y= x2 parabold, x = 1, x = 3 dogrulari ile x ekseninin sinirladig1 bélgenin alanini bulunuz.

3. f(x)= X —4x+4 fonksiyonunun grafigi, x = 0, x = 1dogrulari ile x ekseninin sinirladigi bélgenin

alanini bulunuz.
4. [O, 1] nda, y = x3 ve y = x egrileri arasinda kalan bélgenin alanini bulunuz.

5. Yandaki sekilde y = f(x) fonksiyonunun grafigi veril- Ay
mistir. A1 = 4br®, A2 =8br? ve As=6Dbr® oldujuna

gore

b
a) ff(x)dx degerini bulunuz.
a

b) f(x) fonksiyonunun grafigi, x = a, x = d dogrular

ile x ekseninin sinirladigi bélgenin alanini bulunuz.

6. f(x)= X2 —x fonksiyonunun grafigi, x =—1, x = 1dogrulariile x ekseni arasinda kalan bélgenin

alanini bulunuz.

7. y= X2 paraboli, x =—2, x = 2 dogrulari ile x ekseninin sinirladigi bélgenin alanini bulunuz.

8. Sekilde y = f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir. A AY
ve Az nin bulunduklari bélgelerin alanlari gésteril- ylzf(x)
mistir. /
A

? -5 -2 :
ff(x)dx =24 ve A;=8br’ olduguna gore Ao : ' > X
-5 LA 0 4
kag br® dir?
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sayilar ve Cebir

y = x? paraboluile y = x dogrusunun sinirladigi bél- Ay

. = X2
genin alanini bulunuz. y =X

y = x> parabolii ile y = 2 — x dogrusunun sinirladigi bdlgenin alanini bulunuz.

Dogrusal olarak hareket eden bir cismin zamana bagli hiz fonksiyonu, V(t) = 2t — tm/sn. oldugu-
na gore bu cismin t1 =2 ve t> = 4 saniye arasindaki aldidi yol ka¢ metredir?

Herhangi bir t anindaki hizi, V(t) = 3t2 + 4t m/sn. olan bir cismin harekete basladigi andan itibaren
4 saniyede aldigi yol ka¢ metredir?

f(t), bir un fabrikasinin tretime basladigi andan t ay sonra Uretilen un miktarini géstermektedir.
Bu fabrikanin ilk 6 aydaki Uretim hizi f'(t) = 48 + 4t (un/ay) ile belirtimigtir. Uretimin £'(t) hiziyla
devam ettigini distnerek fabrikanin sonraki 6 ay boyunca Urettigi un miktarini bulunuz.

Dogrusal olarak hareket eden bir cismin hizi, V(t) = 4t + 60 m/sn. dir. Bu cismin [0, 8] nda aldig
yolu bulunuz.
2014 yilinda ndfusu 80 000 olan bir ilin bu yildan itibaren nufusundaki degisim hizi

V(t) =500 + 500t (kisi/yil) fonksiyonu ile belirtiimistir. Bu deg@isim hizina goére 2024 yilinin basin-
da nifusu kag olur?

Bir araba fabrikasinin agilisindan itibaren ilk 4 aydaki Uretim hizinin zamana bagli degisimi,
£ () = 240 + 200t (adet/ay) fonksiyonu ile belirtilmistir. Uretimin f"(t) hiziyla devam ettigini diist-

ndrsek sonraki 4 ay boyunca Uretilen araba sayisini bulunuz.
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6. UNITE DEGERLENDIRME SORULARI

]
1. f(x +1)?dx ifadesinin degeri asagidakilerden hangisidir?
-1

A g B) 01 D) § E)3

1
2

2. f(3x + 1)dx ifadesinin degeri asagidakilerden hangisidir?
1

A) —12 B) -6 C)o D)6 E) 14

3. f(x2 —ox+1)t (2x — 2)dx ifadesinin esiti agagidakilerden hangisidir?

2 2_ 3
mX=2t1c B)—(X 23”1) +C C) (x2—2x+1)+C
2 5 2 4
D) (x 25x+1) ‘C ) (x 24x+1) c
4. Yanda y = f(x) fonksiyonunun grafigi Ay
verilmistir.

y=f(x)
A1 ve Az bulunduklari bélgelerin alanla- ﬂ\ /
:
rini géstermektedir. a \‘. . X
b

o W :
At =12br® ve Az =4br? oldujuna

[
gore ff(x)dx kactir?
a

A) 11 B) 8 C)4 D) —4 E) -8

5. Yanda y = f(x) fonksiyonunun grafigi Ay
verilmistir. A1, A2 ve Az bulunduklar y = f(x)

bdlgelerin alanlarini géstermektedir.

A1 :6br2, A2:9br2 ve A3:4br2

6
olduguna goére ff(x)dx kactir?
4

A) -1 B) 0 C) 2 D) 4 E)6
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6.

10.

Sayilar ve Cebir

Yanda y = f(x) fonksiyonunun grafigi Ay
verilmistir. A1 ve Az bulunduklarn bdl-
gelerin alanlarini géstermektedir.

4
ff(x)dx =2 ve Az = 4br® olduguna
-2

gore A¢ kag br? dir?

A)2 B) 3 C)4 D)5 E)6

y= x3 —x egrisi ile x ekseninin sinirladig1 bélgenin alani kag br? dir?

A5 B) 5 C) 1 D) 2 E) 4

. f(x)= x®+1 fonksiyonunun grafigi, x = 2 dogrusu ve x ekseninin arasinda kalan alan kac br?

dir?
23 25 27 29 15
A5 B) 5 ) 5 D) 5 E) 5
. y=4-x° egrisiile y = 4 — 2x dogrusu arasinda kalan Ay
bélgenin alani kag br? dir?
4 2
A) 3 B) 1 C) 3
1 1
D) 3 E) 5 .
(0] \\
y=4-x2 y=4-2x

y= x? ile y=4- x2 eQrileri arasinda kalan bélgenin alani kag br? dir?

A) 4v2 B) 62 c)2/2 D) V2 S
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11. y = 2x dogrusu ile y = 4x® egrisinin sinirladigi bdlgenin alani kag br? dir?

A) 2 mg C)1 D) 5 E) 7

12. y =3x dogrusuile y = x® egrisi arasinda kalan bdlgenin alani kag br? dir?

n 5 B) £ )2 D) & E) 3

13. y = x* —4x+ 4, y = 2x — x? egrilerinin sinirladi§i bélgenin alani kag br? dir?
A) 3 mg C)2 m% a%

14. Yandaki sekle gére boyali bélgenin alani kac br? dir? AY y=x—2
A) 4 B)g» C) o

D)7 E)8

/&

15. Dogrusal olarak hareket eden bir cismin hiz fonksiyonu, V(t)= (t?—t) m/sn. olduguna gére bu

cismin t1 = 0sn. ve t2 = 3 sn. anlari arasinda aldigi toplam yol ka¢ metredir?

5 12 15 9
A) 1 B) 5 ) & D) & E) 5

16. Dogrusal olarak hareket eden bir cismin t anindaki hizi, V(t) = (> + 2t) m/sn. dir. Bu cismin hare-

kete basladidi andan itibaren 3 saniyede aldigi yol ka¢ metredir?

A) 9 B) 12 C) 15 D) 18 E) 21

17. Bir otomobil fabrikasinin ilk 4 aylik tretim hizi, V(t) = (100 + 2t) (adet / ay) olarak belirlenmistir.

Fabrikanin acilhisindan itibaren ilk 4 ay icerisinde Uretilen toplam otomobil sayisi kactir?

A) 400 B) 416 C) 432 D) 480 E) 520

282



GEOMETRI

/.

UNITE

ANALITIK GEOMETRI

7.ANALITIK GEOMETRI
7.1. CEMBERIN ANALITIK INCELENMESI

A'(-a, 0) @) A(a, 0)
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@ Analitik Geometri

7.1. CEMBERIN ANALITIK INCELENMESI

7.1.1. Merkezi ve Yaricapi Verilen Cemberin Denklemi

BO

Dizlemde verilen bir noktaya esit uzaklikta bulunan

noktalarin kiimesine gember denir.

Verilen noktaya cemberin merkezi, cember lizerinde-
ki bir noktanin cemberin merkezine olan uzakligina cem-

berin yaricapi denir. Cemberin yarigapi r ile gosterilir.

Sekildeki M(a, b) merkezlive r yarigapli gemberde,
(x—a) +(y —b)? = r? dir. (Pisagor teoremi)

(x—af +(y—b)? =r® denklemine gemberin stan-

dart denklemi denir.

‘. Ornek

Merkezi M(1, 3) ve yarigcapi r = 2 br olan cemberin standart denklemini olusturalim.

(x—aP+(y—bP=r>= (x—1P+(y—3%=22= (x=1F +(y -8 =4 olur.
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Asagidaki tabloda bazi cemberlerin merkezleri ve yarigap uzunluklari verilmistir. Buna gére tablo-
da bos birakilan alanlari rnekteki gibi doldurunuz.

Merkez Yaricap Uzunlu@u Standart Denklemi

M(a,b) r (x—aP+(y—-bP=r

M(2,3) 2 br

M(—-1,4) 3 br

M(-2,2) 4 br

M(0, 4) 1 br

M(0,0) 2 br
‘. Ornek

Standart denklemi, (x— 2)2 +(y+ 3)2 = 3 olan ¢emberin merkezini ve yaricapinin uzunlugunu

bulahm.
&R coziim

(x—2F+(y+3F=8= (x—2F+(y—(-3)P =(V3)
=a=2 b=-3 ve r=+3 brdir.

Buna gére cemberin merkezi M(2, — 3), yarigapinin uzunlugu r = /3 br dir.

‘. Ornek

Merkezi orijin ve yaricapinin uzunlugu 1 br olan ¢emberin standart denklemini olusturalim.

&R coziim

Cemberin merkezi M(0,0) ve r = 1br ise
(x—aP+(y—-bP=r"=(x-0F+(y-0P=12

x2+y? =1 dir.
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* GeoGebra programini calistiralim. Sekildeki menlyu kullanarak merkezi ve yaricapi verilen
bir cember olusturalim.

IIIIDIII@H ]

[» CebirPenceresi X |

Merkezve bir noktadan gecen cember l

@ Ug noktadan gecen cember

@ iki noktadan gecen yanmcember
I Gembersel Yay A
] Gevrelcembersel Yay
I @‘ Dairesel Dilim

m Cevreldairesel dilim

[&]] "]J’IﬂIElILJl.UU5 =28 e
LS e O ¥ ®
»_Cebir Penceresi » Grafik
— Nokta
L@ A=(0,0)

€ Merkez ve yanicapla gember 0. 1

Yangap ‘

[3

5 4

» Cebir Penceresi » Grafik
- Konik
@ CXE+y=9
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~
+ Farkli merkez ve yaricap uzunlugu secilerek farkli cemberler olusturabiliriz.
»_Cebir Penceresi » Grafik
E--go':l::((x-zy‘ﬂy-l)kﬁ ¥ /f \\
LS g A \\
/ \
] |
\ /
\\\ & B
PN
Glrlg:l 3] [0}
+ Cemberin Uzerine imleci getirip sag tiklayalim. Ac¢ilan meniyu kullanarak olusturdugumuz
cemberin denklemini elde edelim.
GBI eIl <IN+ ——
¥ Cobirpenceresi X[ Grank
L — ema saaasent
L8 St i ] N
Nesneyi goster j ¥ \
A7 Etiketi goster
& idag 1
(o) Addegistir
4. si L A
&% Ozeliikler ...
NG J
N P
e A - — =
L@ cxey-ax-4y=8 ? sl e
g 22 // il \\\
/ \
! : \
\ /
\\\ - ¥
PN A
Girig: %I @
_J
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(x—a) +(y —b)? = r* denkleminde,
x? —2ax +a® + y2 — 2by + b%?=1r? = x®+ y2 —2ax — 2by + a®+b®-r?=0 yazilabilir.
Buna gére —2a =D, —2b =E, a®+Db?—r? = F olarak alinirsa

X2 + y2 + Dx + Ey + F = 0 denklemi elde edilir. Bu denkleme ¢emberin genel denklemi denir.

‘. Ornek

M(2, 4) merkezli ve r = 2 br yaricapl gemberin genel denklemini olusturalim.

YA Coziim

1. Yol
Once gemberin standart denklemini olusturalim.
(x—aP+(y—-bP=r"=(x-2F+(y—4P=2°= (x—2P+(y—47 =4 olur.

Simdi (x —2)? + (y — 4)? = 4 denklemini acarak cemberin genel denklemini olusturalim.

(x—2P+(y—4P=4=>x"—4x+4+y*-8y+16=4

x? +y? — 4x — 8y + 16 = 0 elde edilir.

2. Yol
M(2,4) = a=2 ve b=4tir.

Cemberin genel denklemi, x*+y*+Dx+Ey+F=0= —2a=D, —2b=E, a®+b?—r*=F oldu-

gundan
D=-2.2=—4
E=-2.4=-8

F=2%+4%-2%=16 dr.
Bu degerleri denklemde yerlerine yazarsak

X% + y2 —4x—8y+ 16 = 0 genel denklemi elde edilir.
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Genel denklemi, x® + y2 —4x+ 4y — 9 = 0 olan ¢emberin merkezini ve yarigapinin uzunlugunu bu-
lalim.

‘. Ornek

& Coziim
1. Yol

Verilen denklemi, (x —a)? +(y — b)? = r* biciminde yazalim.

X2 +y?—4x+4y-9=0

X2—4X+4—4+yP+ay+4-4-9=0

(x—2P—4+(y+2P-4-9=0

(x—2F+(y+2PF-17=0

(x—2P+(y—(-2)f=(V17F =>a=2,b=-2 ve r=v17 br dir.

Buna gore cemberin merkezi M(2, — 2) ve yaricapinin uzunlugu r = V17 br olur.

2. Yol

X°+y?—4x+4y-9=0=>D=-4, E=4ve F=—9 dur.
D=—2a=-4=-2a= a=2
E=—2b=4=-2b=>b=-2
F=a’+b?-rF=>-9=2%+(-2P-r*=>-9=4+4-1r*=>r"=17

= r=+17 br olur.

Buna goére cemberin merkezi, M(2, — 2) ve yarigapinin uzunlugu r = v 17 br dir.

‘. Ornek

Genel denklemi, x* + y2 + 4x = 0 olan ¢cemberin merkezini ve yarigcapinin uzunlugunu bulalim.

A Coziim
x2+y2+4x=O:>x2+4x+y2:0

XP+ax+4-4+y*=0= (x+2P+y*—4=0= (x+22+(y—0F=2° olur.

Buna gore gemberin merkezi M(—2,0), yarigapinin uzunlugu r = 2 br olur.
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‘. Ornek

Genel denklemi, x* +y® —2x + 3y —5 = 0 olan cemberin standart denklemini olugturalim.

Q. Coziim

x? +y?—2x+ 3y — 5 = 0 denkleminde,
D=-2a=-2=-2a

_4.9 2
—5—1+4 r
2_13
r—4+5
2_33
r=7

F= %ms br dir.

Buna gdre ¢cemberin standart denklemi,

(x—a)2+(y—b)2=r2=>(x—1)2+<y+%>2=<%x/§>2

(x—1)2+<y+%>2=§ olur.

4
‘. Ornek
x? +y? —8x + 6y + k = 0 bir cember denklemi ise k nin alabilecegi en buyik tam sayi degerini
bulahm.
&R Coziim

x2+y2—8x+6y+k=0

X2 —8x+16—16+y?+6y+9—-9+k=0
(x—4P+(y+3P-16-9+k=0
(x—4P+(y+3P=25-k=r"= 25—k >0 = k < 25 olmalidir.

Buna gore k nin alabilecegi en blyuk tam sayi degeri k = 24 olur.
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Ax?+By? + Dx+Ey + F = 0 denkleminde, A=B=1,-2a=D=a=-—
Cemberin merkezi M<—%,—%> dir.

a®+b’-rP=F=r =a2+b2—F=<—%>2+<—%>2—F=DT+

2 2
o _DP+EP—4F _ _

;
a 4 2

Buna goére
1) D? + E? — 4F > 0 ve A = B 0 ise denklem bir gember belirtir.
2) D2+ E% - 4F = 0 ise denklem bir nokta belirtir.

3) D® + E® — 4F < 0 ise denklem bir gember belirtmez.

Geometri @

D _ __E
E,—Zb—E@b— 2

‘. Ornek

x? +y? —2x — 4y + 8 = 0 denkleminin cember belirtip belirtmedigini gdster

&R Coziim
D=—2 E=—4, F=8
D®+E2—4F = (-2 +(-4fF—4-(8)

—4+16-32
=20-32

=—12<0
oldugundan denklem ¢cember belirtmez.

‘. Ornek

4x2 + 3y? — 2x + 3y + 5 = 0 denkleminin cember belirtip belirtmedigini gos

&R Coziim

Denklemde A =4 ve B = 3 tlr.
Yani x2 ve y? li terimlerin katsayilari birbirinden farkhdir.

Dolayisiyla verilen denklem bir cember belirtmez.
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‘. Ornek

X2 + y2 —2x+ 4y +k—1 =0 denklemi bir gember denklemi ise k hangi aralikta deger almahdir?

Bulalim.

& Coziim
D =-2, E = 4, F = k— 1 ve denklem bir gembere ait oldugundan D2 + E? — 4F > 0 olmalidir.
D2 +E?—4F > 0= (-2P+4%-4.(k-1)>0
4+16—4k+4 >0
— 4k >—24
k<6

Buna gore k € (-0, 6) olur.

‘. Ornek

x2+y?—x+ky+1=0 denklemi bir nokta belirttigine gére k kagctir? Bulalim.

A Coziim

D =-1, E =k, F = 1ve denklem bir nokta belirttiginden D2 + E2 — 4F = 0 olmalidir.
D2+E2-4F=0= (-1 +k*-4.1=0

k*-3=0
k=3
k=T+3 olur.

____________________________________________________________________________________________

Yandaki karekodu tabletinize okutarak eba.gov.tr adresine baglaniniz. Konuyla

buradan ulagabilirsiniz.

ilgili videoyu izleyiniz. Arama motorunu kullanarak diger konularla ilgili videolara da |

____________________________________________________________________________________________
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C- UYGULAYALIM

1. Asagidaki tabloda merkezi ve yarigapinin uzunlugu verilen cemberlerin standart denklemini olustu-
rarak tabloyu doldurunuz.

Cemberin Merkezi Yaricapinin Uzunlugu Cemberin Standart Denklemi
M(a,b) r (x—aP+(y—-bP=r?
M(1,-2) 2br

M(-2,0) 1 br

M(0,0) 3 br

M(0, 2) 4 br

M(-3,-3) 2br

2. Standart denklemi, (x — 3)? +(y + 2)% = 4 olan gemberin genel denklemini bulunuz.

3. Genel denklemi, x? + y2 —4x + 8y — 16 = 0 olan ¢cemberin standart denklemini bulunuz.

4. Merkezi M =(2,—4) ve yarigapinin uzunlugu r = 4 br olan gemberin genel denklemini bulunuz.
5. Birim gemberin standart denklemini olusturunuz.

6. xX°+ y2 — kx + 2y + 4 = 0 denklemi bir gember belirttigine gdre k nin alabilecegi en kicuk pozitif tam
say! kactir?

7. x2+y?+2x—4y+k+1=0 denklemi bir gember denklemi ise k nin hangi aralikta deger almasi
gerektigini bulunuz.

8. x2+y?2—x+2y+5=0 denkleminin cember belirtip belirtmedigini gésteriniz.
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7.1.2. Dogru ile Cemberin Birbirine Gére Durumlari

BO

y =mx+n dogru denklemiile (x—a)? +(y — b)? = r* cember denklemi verilsin.

(x—a)f +(y —b)? = r* denkleminde y = mx + n yazalim.

(x—a)? +(mx+n—b)? = r? ikinci dereceden bir bilinmeyenli denklemi elde edilir.

A denklemin diskriminanti olmak Uzere

1) A <0 ise dogru ile gemberin ortak noktasi olmadi-
gindan dogru, cemberi kesmez.

2) A =0 ise dogru ile cemberin bir ortak noktasi olaca-
gindan dogru, cembere tegettir.

3) A > 0 ise dogru ile cemberin iki ortak noktasi olaca-
gindan dogru, cemberi farkli iki noktada keser.

Po
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‘. Ornek

X2 +y?+2x—4y—11=0 cemberi ile y =—2 dogrusunun birbirine gére durumunu inceleyelim.

&R Cozim

Cember denkleminde y =—2 yazalm.
X°+y?+2x—4y—11=0

= x2+(-2F+2x—4-(-2)-11=0

= x2+2x+1=0
A=b?—4ac=>A=2?°-4.1.1=4-4=0

oldugundan y =—2 dogrusu, x* + y?+ 2x — 4y — 11 = 0 cemberine tegettir.

‘. Ornek

y =—1 dogrusu, X2 + y2 —4x+m—1 =0 ¢cemberine teget ise m kagctir? Bulalim.

&R Cozim

Cember denkleminde y =—1yazalim.
XC+yP—4x+m-1=0=x"+(-1P-4x+m—-1=0

x2—4x+m =0 olur.

y =—1dogrusu cembere teget ise A =0 dir.

A=b*—4ac=0

= (-4¥-4.-1.m=0
=16-4m=0

= 4m =16

= m=4 olur.
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‘. Ornek

y = x + 1 dogrusu, X2 + y2 —2x + 4y — k +2 = 0 ¢cemberini farkh iki noktada kestigine gére k hangi
aralikta deger almalidir? Bulalim.

Q. Co6zum

Cember denkleminde y = x + 1 yazalim.

XC+y?—2x+4y—k+2=0=x"+(x+1P-2x+4(x+1)—k+2=0
X+ X2 +2x+1-2x+4x+4—k+2=0

2x2+4x—k+7=0 olur.

y = x + 1 dogrusu ¢cemberi farkli iki noktada kestigine gére A > 0 olmalidir.
A=b’—4ac=4°-4.2.(-k+7)>0

16+8k—-56>0=8k-40>0=8k>40=k>5

Buna gore k € (5,°0) olmalidir.

‘. Ornek

y = Xx+2 dogrusu ile X2 + y2 — 2Xx — 6y + 2 = 0 ¢cemberinin kesim noktalarini bulalim.

A Coziim

Cember denkleminde y = x + 2 yazarak denklemi ¢6zelim.

X+y?—2x—6y+2=0 = xX°+(x+2F-2x—6(x+2)+2=0
X2+ X2 +4x+4-2x—6x—12+2=0

2x>—4x—-6=0

x*—2x-83=0=(x-3)-(x+1)=0

x=3, x =—1 olur.

x =3 ve x =—1degerlerini y = x + 2 de yerine yazalim.
x=3icin y=3+2=5

x =—11i¢in y =—1+2 = 1 oldugundan kesisim noktalari (3,5) ve (—1,1) dir.
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» GeoGebra programini calistirarak merkezi Orijin, yaricapi 3 br olan bir cember olusturalim.

» Cebir Penceresi o
- Konik

x|
L@ cxey=9

g et

/ N\

/ \ |
i I

X /

Basitcsed s nerae

« f(x) = 2x + 1 fonksiyonunun grafigini olusturalim.

» Cebir i = X [ » Grafik

P

(1

+ X = 3 dogrusunun grafigini olusturahm.

i N

[ : \ |
A |

X 7

/|

»_Cebir Penceresi o X | » Grafik
~ Dogru f
@ f:x=3
- Konik
@ Ccxry=9 e t——
/c \\

/
/
L

X

SE Ea

* Olusturdugumuz grafiklerle cemberin birbirine gére konumunu agiklayahm.
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‘. Ornek

y =x+1 dogrusuile (x — 1)+ (y — 2)? = 8 gemberinin kesisim noktalarini bulalim.

&R coziim
Cember denkleminde y = x + 1 yazalim.
(x=1P+(y-2F=8=(x-1P+(x+1-2F=8
(x—1P+(x—1F=8
x> —2x+1+x>—2x+1=28
2x°—4x+2=28
X°—2x+1=4
x*=2x-83=0= (x+1)-(x-8)=0=x=—-1, x=3 olur.
x=—1ligin y=x+1=y=-1+1=0

x=3icih y=x+1=y=3+1=4 olur.

Buna gore y = x + 1 dogrusu cemberi (—1,0) ve (3,4) noktalarinda keser.

C- UYGULAYALIM

1. X*+ y2 —2x—2y—2=0 c¢emberiile y—1 =0 dogrusunun kesim noktalarini bulunuz.
2. x=-2 dogrusu x*+y?+2x — 4y + m = 0 gemberine teget ise m kactir?
3. y—x—1=0 dogrusu ile X2 + y2 —2x + 4y = 11 cemberinin kesisim noktalarini bulunuz.

4. y=2 dogrusu X2 +y?—2x+y+k—1=0 cemberini iki noktada kestigine gére k nin alabilecegi

en blyuk tam say! degeri kagtir?

5. y=x+2 dogrusunun X2 + y2 —2x + 6y + m = 0 cemberine teget olmasi icin m kag¢ olmalidir?

298



Geometri @

7. UNITE DEGERLENDIRME SORULARI

Merkezi P(3, — 2) noktasi, yarigapinin uzunlugu 2 br olan cemberin denklemi asagidakilerden han-

gisidir?

A) (x—2F+(y+3F=4 B) (x—3P+(y+2f=2
C) (x—3F+(y—2¢=8 D) (x—3F+(y+27=4
E) (x-3F+(y+2PF=8

Denklemi, 3x? + 3y2 —6x + 3y — 3 = 0 olan ¢gemberin yarigapi kag birimdir?

A) 1 B) 1,5 C) 2 D) 2,5 E)3

Denklemi, x? + y? — 4x + 2y —3 = 0 olan cemberin merkezinin koordinatlari asagidakilerden hangi-

sidir?

A) (2,1) B) (-2,1) C) (-1.2) D) (-1,2) E)(2,-1)

X2 + y2 +2x — 4y +m = 0 denklemi bir nokta belirttigine gére m kagtir?

A) 3 B) 4 C)5 D) 6 E)7

Merkezi (-2, —3) olan ve y = 3 dogrusuna teget olan ¢cemberin denklemi asagidakilerden hangi-
sidir?

A) (x+2P+(y+3F=36 B) (x—2P+(y—372 =236

C) (x+3P+(y+27=36 D) (x+3P+(y+2F=9

E) (x+2F+(y+3F=9

X2 + y2 —2x+ 6y + k=0 denkleminin cember belirtmesi icin k hangi aralikta deger almahdir?

A) (—0,0) B) (0, ) C) (—,—10) D) (—10,) E) (—,10)

Denklemi, x? + y2 =17 olan ¢ember ile y = x — 3 dogrusunun kesisim noktalarindan biri asagida-

kilerden hangisidir?

A) (-4,—-1) B) (4,1) C) (—4,1) D) (-1,-2) E) (—1,4)
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C:- UYGULAYALIM CEVAP ANAHTARI I

y y

a) Ao b) A

. X 2 alo 172
_(3Y | 16 | 4 1 3 |9
f(x)‘<4> 3 | 3 7 |16

Sayfa 29

a Y o) A

f(x) =logsx
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a) f'=R"— R, f'(x)= Iog%x

2 |b) f'=R"—> R, f(x) = logsx
c) f'=R—(5,0),f"(x)=2"+5

a)7 b) 4 c)-3 ¢4

FER——(=1,00), f(x) =3~ 1
(2,4)

(_1700)

-5

N[ o o) | W

Sayfa 44

1 la)Y DbD ¢Y ¢D dD €Y

2199 b0 -3 912 d 5

3 |2-2m+n

3
4 2x 1
5 |4

X+ Yy
6 2
7 |2
8 | 3/5

2I0923 =3 10IogS =3

9 4Iog47 =7 eIn2 =9

10| x +log215

1| -2

122
13 |1
14 {1

15|a)tile2 b) 2ile 3 c)3ile4 ¢)—3ile -2 d)Oile 1
16| 2ile 3
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Sayfa 55

1 |a) {log,7 -1} o) {1} ¢) {log.3} ¢) {In3}
2 |a) {3 b) (-1,3} o) {e%} o {3)
3 |a) {log:5} b) {log:3} ) {3} ¢) {2+/6}
4 | {1}
5 | {8}

1
6 | {3}

4 2 17
a) (-~ %) b) (0. 5] o ()
7
o) (12.19) d) (6,26]

8 |15

1 4
o | {ge'}
105
11| {(0,001,100)}
12 [2,3]
1 |28
2 | = 3,7
3 |~022
4 | =419
5 =73
6 |~ 0,00002gr
7 | ~ 0,03906 gr

Sayfa 77

1 |a)v b)x C) X ¢) X d) x e)v
39
414

—20

a |~ [N

Ogrencilerin verdigi yanitlar degerlendirilir.
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© (00| N |O®
—
N

8
10 (5
1 |a,=(1)
124
13 |4
Sayfa 84
1 |a) 252 b) 2n—8 c) 5n—4 ¢ 150
2 |a)32 b) 48 c) 66 c) 23
3 n—221
33—n
4 T
5 |25
6 |23
7 |72
1365
8 174
9 |a;=13
Sayfa 95
1 |acd

3 |a)512 b) 556 c) 128
4 5_311
7/ 1
> | V76
1
613
7 | 2046
8 | = 79,687
121
9 3
10 | 102400

1 (12
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Sayfa 111

1 |2+/3
2 |a) b) 0 c) 1 ¢) 1
3 |3
5
413
5 |2
6 |1-—2t
7 |2
0 -3
9 | tana

Sayfa 124

tko2m Vo x=—Z+k- 2nkez}

21
TEik-2n v x=K+k 2L, kez}

x
x
Il
NJR
+
=~
N
A
<
x
[
|
|
+
=~
)
)
-

5t 3

xx=E+k2n vV x="F+k-2r V x="F+k-2r, kez}

x:x=%+k TV x=3—7t+k }
T
3

+k-27 V x=k-2m, kez}
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Sayfa 149

1204  b)(-51) (62 ¢(06)  di(3-2)
2 | A'(3,1)
3 | A(-2,-4)
4 | B(-6,1)
5 |a) A(1,-5) b)B(-2,-3) ¢)C'(3,2) ¢) D(-2,—4) d) E(0,—5)
6 | P(52) R(4,-3), S'(2,1)
7 | P(5,29)
8 [(9,14)
9 |M(2,-4)
10| (2-y3,-1-2/3)
1]a)(-8,4)  b)(4-4) o (-44) ¢ 04  d4-8) e (f3-"7)
12| 3£
18| (V/3-3,1+3/3)
14| (2,-4),(4,2),(~2,4), (4, 2)

y
15 o 575 X

S

16 | C) KARE

Sayfa 171

1

b) 2 c) 1 ¢)3

d) -2

N | o |0~ | W (N

16

a)12 b) 12 ¢) 210 ¢) 5

d) 4

e) 1
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Sayfa 178

)!im(xz +1)=2, f(1)=2, sireklidir.

Xli%n;f( 3x?-3)=09, XIiﬂrr;i(2x +5)=9, sireklidir.

ayD b)Y «¢D ¢D dY

Sayfa 185

62 km/saat

3

6

5

a) f(x)=10x° b) g'(x) = 95x* c) h'(x)=—4x"° c) t’(x)=%x‘%

Sayfa 197
Turevlidir.
Turevlidir.
X Siirekli Tarevli

-7 v/ v

-5 X X

-3 v X

-2 X X

7 v v

(=7,-5) v v

(—2,5) v v

Turevli degildir.

Turevlidir.

x=0,x=5

aY bD ¢Y ¢D dD eD fY

a) f'(x)=20x*-6x*+5 b) g'(x) = 32x” — 56x°

3

_yb _
c) h'(x) = 108x° — 302x> + 80x ) XX—SBX
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a) 15x% — 18x + 10x° b) 15x* — 18x — 10x°

9 _ Qe 12 11
c) 65x"2 — 108x" o) %

3

10 f,(X)=4+7

—_

1| fx="49
12 F(x)=3

135

14 |1

15| a) 62m/sn b) 4 m/sn?

16 | a) 21,6 m/sn  b) 7,2m/sn?

17 | a) 8 m/sn b) —8m/sn?> ¢)140m

Sayfa 202

1| f(x)=50(5x—2)

R (X) = =
a)f(X)—2_2m P) 9 00= 39273
2
P () BX
W)= 7 )= ey
3 |24
4 | 225

5 | 120x-[4(x2=1)+ 2]

6 |16

a) (fog)(x)=[2-(x*+4x?)—1]-(3x*+ 8x)
b) (gof)(x)=[3-(x®—x+1P2+8-(x>—x+1)]-(2x—1)

Sayfa 207

1 | (=c0,—1]U][3, ) artan, [-1,3] azalan

2 |[-3,3]

3 |b,c

+ o5)[%.

5 |3
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6 (—OO’—3]

7 |]0,00) artan, (-0, 0] azalan

8 |Artan (—o0,—5]ve[—1,), azalan [-5,— 1]

9 |d,e

10/a)D b)Y ¢Y ¢D dD

Sayfa 217

1 | maks:(—5,256), min:(5,—244)

2 | Ekstremum yoktur.

3 [(2,1)

4 | (-1,4),(0,5) yerel ve mutlak ekstremumlardir.

5 |-6,-1,5

6 | maks:(1,7), min:(3,3)
7 230

8 laaD bD ¢Y ¢Y dD eD fHY gD

Sayfa 228

2
213
4 /f(X)
3 o 1 3 > X
nr
0, S I
11
4l
AY
1 2 fx)
5 ol % e
1 :
16|
6 [—-16
7 |10
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10|a)D b)Y «¢)D ¢D d)Y

F(x)=(x—2F-(x+2)
1

2 / 0 >
Sayfa 236
1 | 288
2 [12
3 |25
4 |18
512
6 | 96y3 m
7 |32
8 (100

Sayfa 251

a) %x4—x+c b) %x3—x2+x+c
1
c) x*+x*—x*+x+c g)x+x2+x3—%x4+c
1 6 1 3
a) W(ZX—?) +C b) §(3X—1) +cC
2 3 1
c) gV —4x—-1)+c ¢) ox*+x*+c
a) %xs—%x“rc b) %xs—%x4+x2+c
3
12 1.3 N S A
0) gx'-3x’+c O X"t e
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Sayfa 267

1 |8br?

2 |9br?

3 % br?
4 |40

5 |a) 2 b) —4 c) 102 0 2 o 2L
6 |4

1| Fbr
2 | L pr
3 | Lor
4 | Lor
5 |a)4 b) 18 br?
6 |0

7 | Ror
8 |16

9 | br
10 2_67 br?
1|24
12|96

13 | 504

14| 608 m
15 | 110000
16 | 2560
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Sayfa 293

Cemberin Merkezi Yaricapinin Uzunlugu Cemberin Standart Denklemi
M(a,b) r (x—afP+(y—-bpP=r
M(1,-2) 2br (x—12+(y+272 =22

; M(-2,0) 1br (x+ 2P +y? =12
M(0,0) 3 br x2+y2 _ a2
M(0, 2) 4 br x?+(y —2f = 4°
M(-3,-3) 2 br (x+3P2+(y+372=2°

2 | x®+y?—6x+4y+9=0

3 | (x—2P+(y+4P=6"

4 | xX®+y*—4x+8y+4=0

5 X2+y2=12

6 |4

7 | (=c0,4)

8 | Cember belirtmez.

Sayfa 298

1 [ (=1,1),(3,1)

2 |4

3 1(1,2),(-3,-2)
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UNIiTE DEGERLENDIRME SORULARI CEVAP ANAHTARLARI

1.C
2.C
3.B
4.D
5. E
6. A

1. UNITE DEGERLENDIRME SORULARI

7.B
8.C
9.D
10.B
11. E
12.C

13.B
14.D
15. A
16.B
17. E
18. E

19.D
20.B
21.A
22.B
23.C
24.C

25.A
26.D

1. E
2.C
3.D
4.D

5.D
6.D
7.E
8. A

2. UNITE DEGERLENDIRME SORULARI

9.B
10.C
11.A
12.D

13.B
14.C
15.D
16.C

17. A
18.C
19.C

1.B
2.D
3.B

3. UNITE DEGERLENDIRME SORULARI

4.D
5 A
6.E

7.B
8.A
9.E

10.D
11.C
12.D

1. A
2.C

4. UNITE DEGERLENDIRME SORULARI

3.B
4.D

5.E
6. A

7.C
8.E

9.D
10. E
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5. UNITE DEGERLENDIRME SORULARI

1.C 11.D 21.E 31.C
2.D 12.C 22.C 32. E
3.E 13.C 23.D 33.D
4.B 14.D 24. A 34.B
5.E 15. A 25.D 35.E
6.B 16. E 26.C 36. B
7.D 17. A 27.E 37.D
8.B 18.B 28.E
9.C 19. E 29. A

10. A 20.B 30. E

6. UNITE DEGERLENDIRME SORULARI

1.D 6.E 11.D 16.D
2.E 7.B 12. A 17.B
3.D 8.C 13. E
4.B 9.A 14.B
5.A 10.D 15. E

7. UNITE DEGERLENDIRME SORULARI
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analitik diizlem
apsis

apsisler ekseni
aralik

aritmetik dizi

aritmetik ortalama

birim cember
bos kiime

buikiim noktasi

cember

cift fonksiyon

egim

ekstremum deger

esitsizlik

gercek sayilar

grafik

integral
integrasyon sabiti

ivme

: Uzerine koordinat sistemi yerlestirilmis diizlem.

: Koordinat sistemindeki bir noktanin birinci bileseni.

: Koordinat sistemini olusturan yatay eksen.

: Verilen iki reel sayi arasindaki butun reel sayilari kapsayan kiime.
: Ardisik terimleri arasindaki farki sabit olan dizi.

: Dizi icindeki terimlerin toplaminin terim sayisina bélinmesiyle bulunan de-

ger.

B

: Yarigapi bir birim olan ve merkezi orijinde bulunan ¢cember.
: Hi¢ elemani olmayan kiime.

: Bir fonksiyonun egrilik durumu. Cukurluk yonuniun yon degistirdigi ve su-

rekli oldugu nokta.

¢

: Merkez denilen sabit bir noktadan ayni uzaklik ve diizlemdeki noktalar ku-

mesinin olusturdugu kapal egri.

: Grafigi y eksenine gore simetrik olan fonksiyon.

E

: Analitik dizlemde bir dogrunun x ekseni ile yapmis oldugu pozitif yonlu

acinin tanjanti.

: Fonksiyonun en blyUk ve en klglk de@erlerinden her biri.

: iki veya daha ¢ok seyin esit olmamasi durumu.

G

: Dodal sayilar, tam sayilar, rasyonel sayilar ve irrasyonel sayilar kimesinin

hepsini kapsayan kiimenin elemanlari.

: Bir fonksiyonun (x, f(x)) noktalar kiimesinin koordinat sisteminde isaret-

lenmesi ile olusturulan birlesim kiimesi.

: Turevi bilinen bir fonksiyonu bulma iglemi.
: [ f(x)dx = F(x)+ C esitligindeki C reel sayisi.

: Bir cismin zamana bagli olarak hizinin degisim orani.
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maksimum deger

minimum deger

negatif yon

ordinat

ordinatlar ekseni

parabol

sabit dizi

sirali ikili

simetri

sonlu dizi

siireklilik

tek fonksiyon

tirev

tiirevienebilir fonksiyon :

yansima

yerel ekstremum

: Bir fonksiyonun bir aralikta almis oldugu en biyik deger.

: Bir fonksiyonun bir aralikta almis oldugu en klguk deger.

N

: Bir gcemberde saatin dénme yona.

o)

: Koordinat sistemindeki bir noktanin ikinci bilegeni.

: Koordinat sistemini olusturan dikey eksen.

P

: ikinci dereceden bir fonksiyonun grafigi.

S

: Batin terimleri, ayni sabit sayi olan dizi.

: ave b gibi iki elemanin éncelik sirasina goére (a, b) biciminde yazilarak elde

edilen (a, b) biciminde yazilmasi ile ilde edilen ikili.

: Eksen olarak alinan bir dogrudan, benzer noktalari karsilikli olarak ayni

uzaklikta bulunan iki benzer pargcanin birbirine gére durumu.

: Elemanlar sonlu olan dizi.

: Bir fonksiyonunun x, noktasindaki limiti ile o noktasindaki gériintusdinin

esit olmasi ve bu durumun fonksiyonun tanim kimesindeki bitin x, lar
icin saglanmasi.

T

: Grafigi orijine gbre simetrik olan fonksiyon.

: [a,b] nda tanimh bir f(x) fonksiyonuna verilecek olan ¢ok kucik bir Ax

artisinda fonksiyon artmasinin degisken artmasina oraninin (degisken art-
masinin 0 a yaklastigindaki) limit degeri.

Tanim kimesindeki her (a,b) nin her noktasinda tiirevi tanimli olan bir
fonksiyon.

Y

: Dogruya gbére simetri

: Bir fonksiyonun surekli oldugu belli araliktaki en blyuk veya en kiguk de-

geri.
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% = o N Z

IN

vV

1

[AB]
| AB
[a,b]
(a,b)
A(a,b)

logax

: Dogal sayilar kiimesi Inx
: Tam sayilar kiimesi (an)
: Rasyonel sayilar kiimesi ‘X‘
- N 2
: Irrasyonel sayilar kimesi
+ oo
. Gergek sayilar kimesi
— 00
. Esittir.
e gof
: Esit degildir.
-1
: Yaklasik olarak
logx
: Kiguk
sin
: Kiguk esit
cos
: Blyuk
tan
: Blyuk esit
cot
. Paralel
sec
: Dik
. lim
: Ise (gerektirme)
r
: Cift yonll gerektirme R
: e sayisl
X > a
. Pisayisi
X > a
: Elemani
x—a’
: Elemani degil ,
: Bazi, en az bir
: Her, tim dx®

: AB dogru parcgasi
: [AB] nin uzunlugu

. a, b kapali aralig

m-\‘o_ \

: a, bacik aralgi
: A noktasi

: xin a tabanina gére logaritmasi

317

: Dogal logaritma fonksiyonu
. a dizisi

: X in mutlak degeri

: Toplam semboli

: Arti sonsuz

: Eksi sonsuz

: g bileske f fonksiyonu

: f nin ters fonksiyonu

: Onluk logaritma fonksiyonu
: Sinus

: Kosinlus

. Tanjant

. Cotanjant (Kotanjant)

. Secant (sekant)

: Limit

: Gemberin yaricapi

: GCemberin capi

: X aya yaklagirken

: X aya soldan yaklasirken

: X aya sagdan yaklasirken

: f fonksiyonunun tarevi

: f fonksiyonunun x degiskenine

gbre 2. basamaktan tlrevi

: Belirsiz integral semboli

: Belirli (sinirh) integral semboli





